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matricu?

Problem: MoZe li se odrediti baza u kojoj zadani operator T': V' — V ima dijagonalnu
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matricu?

Problem: MoZe li se odrediti baza u kojoj zadani operator T': V' — V ima dijagonalnu
Ova problem je povezan sa sljede¢im pojmovima

Karakteristi¢ni polinom operatora 7.

Vlastite vrijednosti operatora 7'.

Vlastiti vektori operatora T'.
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Ova problem je povezan sa sljede¢im pojmovima:

Problem: MoZe li se odrediti baza u kojoj zadani operator T': V' — V ima dijagonalnu
matricu?

Karakteristi¢ni polinom operatora 7.

Vlastite vrijednosti operatora 7'.

Vlastiti vektori operatora T'.

Neka je A kvadratna matrica reda n. Karakteristi¢ni polinom matrice A je polinom
A(t) = det(tl, — A). (1)
«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>
-



Neka je A(t) karakteristiéni polinom matrice A. Onda je A(A) = 0.
«A40> «Fr» «E»r» « > Q>
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Sli¢ne matrice imaju isti karakteristi¢ni polinom.
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Neka je A(t) karakteristiéni polinom matrice A. Onda je A(A) = 0.



Neka je V' vektorski prostor nad poljem F i neka je T': V' — V linearni opeator. Ako
postoji v € V, v # 0, takav da je
T(v) = Av  za neki
onda kaZemo da je

A €F,
v vlastiti (karakteristi¢ni) vekotor operatora T,

)

A vlastita (karakteristi¢na) vrijednost operatora T'.
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Neka je V' vektorski prostor nad poljem F i neka je T': V' — V linearni opeator. Ako
postoji v € V, v # 0, takav da je
T(v) = Av  za neki
onda kaZemo da je

A €T,
v vlastiti (karakteristi€ni) vekotor operatora T,

)

A vlastita (karakteristi¢na) vrijednost operatora T'.

Svojstveni potprostor operatora T pridruZen vlastitoj vrijednosti A:

E\(T) = {'v eV |Tw) = )\’U}.

Prostor E(T') ukljutuje nul-vektor!

3)
«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>
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E\(T) je potprostor prostora V.
dimEy (T)

se naziva geometrijska kratnost v.v. A
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E\(T) je potprostor prostora V.
dimE,(T) se naziva geometrijska kratnost v.v. A (4)
Skup svih vlastitih vrijednosti operatora T nazivamo spektar operatora T i
oznatavamo sa o (7).
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E\(T) je potprostor prostora V.

dimE, (T)

se naziva geometrijska kratnost v.v. A

oznatavamo sa o(T).

(4)

Skup svih vlastitih vrijednosti operatora T nazivamo spektar operatora T i

Neka je V' vektorski prostor nad poljem F. Skalar A € F je vlastita vrijednost

operatora T': V' — V ako i samo ako je A korijen karakteristi¢nog polinoma od T'.
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E\(T) je potprostor prostora V.

dimE, (T)

se naziva geometrijska kratnost v.v. A

oznatavamo sa o(T).

(4)

Skup svih vlastitih vrijednosti operatora T nazivamo spektar operatora T i

Neka je V' vektorski prostor nad poljem F. Skalar A € F je vlastita vrijednost

operatora T': V' — V ako i samo ako je A korijen karakteristi¢nog polinoma od T'.

Ako je T': V — V linearni operator na kompleksnom prostoru V', onda 7' ima barem
jednu i najvide n vlastitih vrijednosti gdje je n = dim¢ (V).

40> «Fr «
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Postupak odredivanja vlastitih vektora

Neka je T': V' — V linearni operator i neka je A matrica operatora T' u odabranoj bazi
prostora V. Onda vlastiti vektor X zadovoljava matri¢nu jednadZbu

(A= AX =0. (5)

Odredite korijene karakteristi¢nog polinoma det(t/ — A) = 0.

Za svaki korijen ), odredite fundamentalna rjeSenja homogenog sustava
(A — AI)X = 0. Fundamentalna rje$enja su linearno nezavisni vektori koji tvore

bazu vlastitog podprostora E(T)).

Svi vlastiti vektori dobiveni u (2) tvore skup vlastitih vektora operatora T'.

Primjedbe
m Homogeni sustav (A — AI) X = 0 ima netrivijalna rjedenja jer je det(A — AI) = 0.

m Ako je V' kompleksni vektorski prostor, onda T ima barem jednu vlastitu
vrijednost.



m Za operator T: V — V kaZemo da se moZe dijagonalizirati ako postoji baza
prostora V' u kojoj je matrica operatora 1" dijagonalna.

m Takve operatore nazivamo poluprosti operatori.
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m Za operator T: V — V kaZemo da se moZe dijagonalizirati ako postoji baza
prostora V' u kojoj je matrica operatora 1" dijagonalna.

m Takve operatore nazivamo poluprosti operatori.

Neka su A1, A2,..., A, medusobno razli¢ite vlastite vrijednosti operatora 7: V. — V' i
neka su v1,v2,...,vy pripadni vlastiti vektori,
T(vi) = Nivs,

i=1,2,...,n.
Onda je skup S = {v1,v2,...,vn} linearno nezavisan u V.

(6)
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Neka je V' vektorski prostor nad poljem F i neka je n = dimp(V'). Ako linearni
operator T': V' — V ima n razli€itih vlastitih vrijednosti, onda pripadni vlastiti vektori
tvore bazu prostora V.
«O> <> < > > A
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Teorem

Neka je V' vektorski prostor nad poljem F i neka je n = dimp(V'). Ako linearni
operator T': V' — V ima n razli¢itih vlastitih vrijednosti, onda pripadni vlastiti vektori
tvore bazu prostora V.

Korolar

Neka je V' vektorski prostor nad poljem F i neka je n = dimp(V'). Ako karakteristi¢ni
polinom od T ima n razli¢itih korijena u polju I, onda pripadni vlastiti vektori tvore
bazu od V.

U tom slu&aju se karaktoristi¢ni polinom moZe faktorizirati na linearne faktore

A)=(E—A)E—A2) ... (t—An), N #£Nj, %7 @)



Teorem

Neka je V' vektorski prostor nad poljem F i neka je n = dimp(V'). Ako linearni
operator T': V' — V ima n razli¢itih vlastitih vrijednosti, onda pripadni vlastiti vektori
tvore bazu prostora V.

Korolar

Neka je V' vektorski prostor nad poljem F i neka je n = dimp(V'). Ako karakteristi¢ni
polinom od T ima n razli¢itih korijena u polju I, onda pripadni vlastiti vektori tvore
bazu od V.

U tom slu&aju se karaktoristi¢ni polinom moZe faktorizirati na linearne faktore

A)=(E—A)E—A2) ... (t—An), N #£Nj, %7 @)

Napomena
Vlastiti vektori operatora 7': V' — V mogu tvoriti bazu prostora V' i ako T' nema n
razlititih vlastitih vrijednosti gdje je n = dimp (V).



Teorem
Linearni operator T': V' — V se moZe prikazati dijagonalnom matricom D ako i samo
ako V' ima bazu koja se sastoji od vlastitih vektora operatora 7. U tom sluéaju,

dijagonalni elementi od D su vlastite vrijednosti operatora T'.



Teorem

Linearni operator T': V' — V se moZe prikazati dijagonalnom matricom D ako i samo
ako V' ima bazu koja se sastoji od vlastitih vektora operatora 7. U tom sluéaju,

dijagonalni elementi od D su vlastite vrijednosti operatora T'.

Korolar

Neka je V' vektorski prostor nad poljem F i neka je n = dimp(V'). Ako operator

T:V — V ima n razli¢itih vlastitih vrijednosti, onda se T' moZe dijagonalizirati.



Ako vlastiti vektori operatora T': V' — V tvore bazu prostora V, onda kaZzemo da T'
ima potpuni skup vlastitih vektora. U protivhom kaZemo da je T" defektni operator.
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Definicija
Ako vlastiti vektori operatora T': V' — V tvore bazu prostora V/, onda kaZemo da T
ima potpuni skup vlastitih vektora. U protivnom kaZemo da je T' defektni operator.

Teorem
Neka je T': V' — V linearni operator na vektorskom prostoru V. Onda su sljedeée
tvrdnje ekvivalentne:

A 7T se moZze dijagonalizirati.

V =@/, Ey, gdje su A1, Az, ..., A, razliCite vlastite vrijednosti operatora T'.



Postupak za dijagonalizaciju operatora

Neka je A matrica operatora T: V' — V u nekoj bazi prostora V' i neka je n = dimV.

Odredite vlastite vrijednosti operatora T iz korijena karakteristi¢nog polinoma
A(t) = det(tI — A).

Odredite maksimalni skup linearno nezavisnih vektora v1,v2,..., v, operatora T'.

Ako je m < n, onda se T' ne moze dijagonalizirati.

@A Ako je m = n, onda odredite matricu prijelaza P iz poletne baze u bazu
B = (v1,v2,...,vn).

H Matrica operatora T' u bazi B je dana sa

A 0 0
0 X ... O
[T]p =P 'AP = | . (8)
0 0 ... A
gdje su A1, A2, ..., An vlastite vrijednosti operatora T' (koje se mogu ponavljati

ovisno o algebarskoj kratnosti).



matricama.

U mnogim vaZnim primjenama linearni operatori su prikazani realnim simetri¢nim
KaZemo da je P € M, (R) ortogonalna matrica ako je P~ = PT.
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U mnogim vaZnim primjenama linearni operatori su prikazani realnim simetri¢nim
matricama.

KaZemo da je P € M, (R) ortogonalna matrica ako je P~1 = PT.

Norma vektora

Jje realni broj

9)




Ako je A realna simetri¢na matrica, onda je svaki korijen vlastitog polinoma od A
realan.
Spektar realne simetri¢ne matrice je realan.
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realan.

Ako je A realna simetri¢na matrica, onda je svaki korijen vlastitog polinoma od A

Spektar realne simetri¢ne matrice je realan.

D = P~1 AP dijagonalna matrica.

Ako je A realna simetri¢na matrica, onda postoji ortogonalna matrica P takva da je
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realan.

Ako je A realna simetri¢na matrica, onda je svaki korijen vlastitog polinoma od A

Spektar realne simetri¢ne matrice je realan.

D = P~ AP dijagonalna matrica.

Ako je A realna simetri¢na matrica, onda postoji ortogonalna matrica P takva da je

B Stupci matrice P su jedini¢ni vlastiti vektori matrice A.

Dijagonalni elementi matrice D su vlastite vrijednosti matrice A.
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