-




Matrica A reda (m,n) je pravokutna tablica skalara sa m redaka i n stupaca,
ail a2 ... Qim
a1 a2 . azm
A= .
anl

an?2
reda n.

(1)
Anm
Element matrice A u i—tom retku i j—tom stupcu oznaavamo sa a;;j. Ako matrica A

ima jednaki broj redaka i stupaca, m = n, onda kaZemo da je A kvadratna matrica

Element a;; se nalazi u i—tom retku i j—tom stupcu.

«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>




Neki osnovni pojmovi o matricama:

B KaZemo da je A realna matrica ako je A;; € R za sve elemente A;;.



Neki osnovni pojmovi o matricama:
B KaZemo da je A realna matrica ako je A;; € R za sve elemente A;;.

KaZemo da je A kompleksna matrica ako je A;; € C za sve elemente A;;.



Neki osnovni pojmovi o matricama:

B KaZemo da je A realna matrica ako je A;; € R za sve elemente A;;.
KaZemo da je A kompleksna matrica ako je A;; € C za sve elemente A;;.

Ret¢ana matrica je matrica koja ima jedan redak,

A= [Au A2 ... A1m}. (2)



Neki osnovni pojmovi o matricama:
B KaZemo da je A realna matrica ako je A;; € R za sve elemente A;;.
KaZemo da je A kompleksna matrica ako je A;; € C za sve elemente A;;.

Ret¢ana matrica je matrica koja ima jedan redak,

A= [Au A2 ... A1m}.

@ Stupana matrica je matrica koja ima jedan stupac,

@)
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KaZemo da su matrice A = [A;;] i B = [B;;] jednake i pifemo A= B akosu Ai B
istog reda i ako za sve elemente vrijedi

A,;j = Bij.

«40>» «Fr «E» < > Q>

(4)



m Skup svih matrica reda (n, m) nad poljem F ozna&avamo sa My, (F).
m Skup svih kvadratnih matrica reda n na poljem FF oznatavamo sa M, (F).
«40r 4F>r «=)r « ) = Q>
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m Skup svih matrica reda (n, m) nad poljem F ozna&avamo sa My, (F).

m Skup svih kvadratnih matrica reda n na poljem FF oznatavamo sa M, (F).
Neka su A, B € My (F). Zbroj matrica A i B je matrica
A11+B11 A +Big ...
A21 + Bo1
A+B= .

Aim + Bim
Asz + Bao

A2m + Bom
Anl aF Bnl A'n.2 aF Bn2
Kraéi zapis:

: (5)
... Apm + Bnm
[Aij] + [Bij] = [Aij + Byjl-
«40>» «Fr «E» < Q>
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Nul-matrica, u oznaci 0, je matrica &ji su svi elementi jednaki nula.
Za nul-matricu vrijedi
ako su matrice A i O istoga reda.

A+0=0+A=A4

«Or «Fr <« > > a
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Nul-matrica, u oznaci 0, je matrica &ji su svi elementi jednaki nula.
Za nul-matricu vrijedi
ako su matrice A i O istoga reda.

A+0=0+A=A4

(7
Neka je A € Mym (F) i neka je A € F. UmnoZak matrice A i skalara A je matrica
A1 Ao e
AAaoy
A = .

>\A1m
AAzz Aom
)\An]_ )\An2 )\Anm
Kraéi zapis:

—
©
~

(®)
A = M),

«40>» «Fr «E» < > Q>
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Zbrajanje matrica i mnoZenje matrica skalarima ima sljedeéa svojstva:
A+B=B+ A,

(A+B)+C=A+(B+0),
a(pA) = (af)A,
(a+B)A=aA+BA,
a(A+ B) =aA+ aB

zasve o, €F i A, B € Mpm(F).

«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>



Zbrajanje matrica i mnoZenje matrica skalarima ima sljedeéa svojstva:
A+B=B+A,

(A+B)+C=A+ (B+C),
a(BA) = (aB)A,

(o + B)A = A+ BA,

a(A+ B)=aA+aB

zasve o, €F i A, B € Mpm(F).

Skup Myn (F') je vektorski prostor s binarnim operacijama zbrajanja i mnoZenja
matrica skalarima.

«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>



Propozicija
Zbrajanje matrica i mnoZenje matrica skalarima ima sljedeéa svojstva:
A+ B =B+ A,
B(A+B)+C=A+(B+0O),
o(BA) = (aB)A,
B (a+B)A=aA+BA,
B o(A+B)=aA+aB
zasve a,B €F i A, B € Mum(F).

Teorem

Skup Mpn(F) je vektorski prostor s binarnim operacijama zbrajanja i mnoZenja
matrica skalarima.

Dimenzija prostora Mpm (F) je jednaka

dimg(Mypm (F)) = nm. (10)



Propozicija
Zbrajanje matrica i mnoZenje matrica skalarima ima sljedeéa svojstva:
A+ B =B+ A,
B(A+B)+C=A+(B+0O),
o(BA) = (aB)A,
B (a+B)A=aA+BA,
B o(A+B)=aA+aB
zasve a,B €F i A, B € Mum(F).

Teorem

Skup Mpn(F) je vektorski prostor s binarnim operacijama zbrajanja i mnoZenja
matrica skalarima.

Dimenzija prostora Mpm (F) je jednaka

dimg(Mypm (F)) = nm. (10)



-




KaZemo da je par matrica (A, B) ulan&an ako A ima onoliko stupaca koliko B ima
redaka.

«40r 4F>r «=)r « =) = Q>
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redaka.

KaZemo da je par matrica (A, B) ulan&an ako A ima onoliko stupaca koliko B ima

Za ulan&ane matrice moZemo definirati umnozak matrica
Neka su A = [A;;] i B = [B;] ulan&ane matrice reda (n,m) i (m,p), redom.
UmnoZak matrica A i B je matrica C' = [Cy;] reda (n,p) gdje je

m
Cij =) AaBr;, 1<i<n, 1<j<p.
k=1

(11)
«40>» «Fr «E» < > Q>
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redaka.

KaZemo da je par matrica (A, B) ulanZan ako A ima onoliko stupaca koliko B ima

Za ulan&ane matrice moZemo definirati umnoZak matrica
Neka su A = [A;;] i B = [B;] ulan&ane matrice reda (n,m) i (m,p), redom.

UmnoZak matrica A i B je matrica C' = [Cy;] reda (n,p) gdje je

m

Cij =) AwBrj, 1<i<n,

k=1

1<j<p

(11)
AB # BA. (12)

«O>» «Fr «E» < A
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MnoZenje matrica nije komutativno



Ako su A i B ulantane matrice i B = [By | B2... | By], onda je

AB = [ABy | ABy | ...| ABy].

«A40> «Fr» «E»r» « > Q>

(13)



Ako su A i B ulantane matrice i B = [B1 | B2 ... | By], onda je

AB =[AB; | ABy | ... | AB,].

Propozicija
MnoZenje matrica ima sljedeéa svojstva:

asocijativnost
(AB)C = A(BC),

homogenost
(M)B =X(AB) = A(AB), X€F

distributivnost

A(B+C) = AB + AC,
(A+ B)C = AC + BC

kada su navedene operacije definirane.

(13)

(14)

(15)

(16)
(17)



Jedini¢na matrica je kvadratna matrica oblika
1 e
0 .
0

(18)

In

jedini€¢na matrica reda n

(19)
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Definicija (Jedini¢na matrica)

Jedini¢na matrica je kvadratna matrica oblika

100 0
01 0 ... 0
7—10 0 o 0
0 0 0 1

I, jedini¢na matrica reda n

Za svaku matricu A € Mpm (F) vrijedi

kada je umnoZak matrica definiran.

(18)

(19)

(20)
(21)



Dijagonalna matrica je kvadratna matrica koja izvan dijagonale ima nule.
A1 ..
(22)
<O 4 F» « > 3 QA
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Definicija (Dijagonalna matrica)

Dijagonalna matrica je kvadratna matrica koja izvan dijagonale ima nule.

Al 0 0
0 X ... O

D= . . . (22)
0 An

Svojstva mnoZenja dijagonalnom matricom:
MnozZenje matrice A dijagonalnom matricom slijeva skalira retke matrice A.
MnoZenje matrice A dijagonalnom matricom zdesna skalira stupce matrice A.

UmnoZak dijagonalnih matrica je dijagonalna matrica.



Neka je A = [A;;] matrica reda (n,m). Transponirana matrica AT je matrica reda
(m,n) za koju vrijedi
(AT);;=A;; 1<i<m,

1<j<n.

«O> <> < > > A

(23)
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Definicija (Transponirana matrica)
Neka je A = [A;;] matrica reda (n,m). Transponirana matrica AT je matrica reda

(m,n) za koju vrijedi

(AT =A; 1<i<m, 1<j<n. (23)

Propozicija
Neka su A i B matrice nad poljem F. Tada vrijedi
(AT)T = A
| (A+B)7T =AT + BT,
AA)T = AT )€,
@ (AB)T = BT AT

kada su navedene operacije definirane.



Neka je A = [A;;] matrica nad poljem C.
Kompleksno konjugirana matrica matrice A je matrica A = [Az—j].
Kompleksno transponirana matrica matrice A je matrica A* = (A4)7.
«O> <> < > > A
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Definicija
Neka je A = [A;;] matrica nad poljem C.
Kompleksno konjugirana matrica matrice A je matrica A = [Aij].

Kompleksno transponirana matrica matrice A je matrica A* = (A)T.

Propozicija

Neka su A i B matrica nad poljem C. Tada vrijedi
)=

A+ B)* = A* + B*,

MA)* = AA*, A €C,
B)* = B*A*

H

H

B (A
B8 (
B (
@ (A

kada su navedene operacije definirane.



KaZemo da je kvadratna matrica A € M, (R)
simetri¢na ako je AT = A,
antisimetri¢na ako je AT = —A.
«0O0>» «Fr «E» «E» =] QA
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KaZemo da je kvadratna matrica A € M, (R)
simetri¢na ako je AT = A,
antisimetri¢na ako je AT = —A.

antisimetri¢ne matrice,

Svaku kvadratnu matricu A € My, (R) moZemo rastaviti kao zbroj simetri¢ne i

A= %(AJFAT) v %(A—AT).

(24)

«40>» «Fr «E» < > Q>



KaZemo da je matrica A € M,,(C)
hermitska ako je A* = A,
antihermitska ako je A* = —A.
«O» «F»r < > 3 QA
-

it
a



KaZemo da je matrica A € M,,(C)
hermitska ako je A* = A,
antihermitska ako je A* = —A.

Svaku kvadratnu matricu A € M, (C) moZemo rastaviti kao zbroj hermitske i
antihermitske matrice,

1 1
A= S(A+AY) + S (A-AY),

(25)

«40>» «Fr «E» < > Q>



Definicija
Kazemo da je matrica A € M, (C)
hermitska ako je A* = A,

antihermitska ako je A* = —A.

Svaku kvadratnu matricu A € M, (C) moZemo rastaviti kao zbroj hermitske i
antihermitske matrice, 1 1
A:E(A—&-A*)—f—i(A—A*). (25)

Definicija
Neka je A € My, (F) kvadratna matrica. Trag matrice A je suma njezinih dijagonalnih
elemenata
n
Tr(A) = ZA” (26)

=1



Neka su A, B € My, (F) i neka je A € F. Tada vrijedi
Tr(A+ B) =Tr(A) 4+ Tr(B),
Tr(AA) = XTr(A).
«A40> «Fr» «E»r» « Q>
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Neka su A, B € My, (F) i neka je A € F. Tada vrijedi
Tr(A+ B) =Tr(A) 4+ Tr(B),
Tr(AA) = XTr(A).
Preslikavanje Tr: My (F) — F je linearni funkcional na prostoru My, (F).

«40>» «Fr «E» < > Q>



Neka su A, B € My, (F) i neka je A € F. Tada vrijedi

Tr(A+ B) =Tr(A)+Tr(B),
Tr(AA) = XTr(A).

Preslikavanje Tr: My (F) — F je linearni funkcional na prostoru My, (F).

Neka su A, B € M, (F). Onda je

Tr(AB) = Tr(BA).

(27)

«40)r «4Fr « =)

a
it
-
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Rang po stupcima matrice A, u oznaci rg(A), je maksimalni broj linearno nezavisnih
stupaca matrice A.
«40r 4F>r «=)r « =) = Q>



stupaca matrice A.

Rang po stupcima matrice A, u oznaci rg(A), je maksimalni broj linearno nezavisnih

Rang po retcima matrice A, u oznaci rh(A), Jje maksimalni broj linearno nezavisnih
redaka matrice A.
<O 4 F» « > > a

it
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stupaca matrice A.

Rang po stupcima matrice A, u oznaci rg(A), je maksimalni broj linearno nezavisnih

Rang po retcima matrice A, u oznaci rk(A), Jje maksimalni broj linearno nezavisnih
redaka matrice A.
Za svaku matricu A € My, (F) je rang po stupcima jednak rangu po retcima matrice
A.

rs(A) =rr(A) =r(A)

rang matrice A
«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>



m Rang matrice A je rang po stupcima ili rang po retcima matrice A.
m Rang nul-matrice jednak je nula.
<O 4 F» « > 3 QA
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Definicija (Rang matrice)

m Rang matrice A je rang po stupcima ili rang po retcima matrice A.

m Rang nul-matrice jednak je nula.

Definicija
Neka je A € M, (F) kvadratna matrica. Kazemo da je
A gornje trokutasta matrica ako su njezini elementi ispod dijagonale jednaki nula,

A donje trokutasta matrica ako su njeizini elementi iznad dijagonale jednaki nula.



Definicija (Rang matrice)

m Rang matrice A je rang po stupcima ili rang po retcima matrice A.

m Rang nul-matrice jednak je nula.

Definicija
Neka je A € M, (F) kvadratna matrica. Kazemo da je
A gornje trokutasta matrica ako su njezini elementi ispod dijagonale jednaki nula,

A donje trokutasta matrica ako su njeizini elementi iznad dijagonale jednaki nula.

Rang trokutaste matrice je jednak broju elemenata na dijagonali koji su razli¢iti od

nule.



matricama.

Rang matrice se moZe efektivno ralunati pomo¢u elementarnih transformacija na

«Or 4«Fr o« > > a
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matricama.

Elementarne transformacije

Rang matrice se moZe efektivno ralunati pomo¢u elementarnih transformacija na

Zamjena dvaju stupaca ili redaka matrice.

MnoZenje nekog stupca ili retka skalarom A # 0.

Dodavanje nekog stupca ili retka nekom drugom stupcu ili retku te matrice.

«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>



matricama.

Elementarne transformacije

Rang matrice se moZe efektivno ralunati pomo¢u elementarnih transformacija na

Zamjena dvaju stupaca ili redaka matrice

MnoZenje nekog stupca ili retka skalarom A # 0.

Dodavanje nekog stupca ili retka nekom drugom stupcu ili retku te matrice.
Ako je matrica B dobivena kona&nim brojem elementarnih transformacija na matrici
A, onda A i B imaju isti rang.
«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>



Elementarne transformacije na matricama

Rang matrice se moze efektivno raéunati pomocu elementarnih transformacija na

matricama.

Elementarne transformacije
Zamjena dvaju stupaca ili redaka matrice.
B MnoZenje nekog stupca ili retka skalarom A # 0.

Dodavanje nekog stupca ili retka nekom drugom stupcu ili retku te matrice.

Teorem

Ako je matrica B dobivena kona¢nim brojem elementarnih transformacija na matrici

A, onda A i B imaju isti rang.

Definicija
KaZemo da su matrice A i B ekvivalentne i pisemo A ~ B ako se B moZe dobiti

kona&nim brojem elementarnih transformacija na matrici A.



Ekvivalentne matrice imaju isti rang.
«O>r «Fr < [ 3 Q>



Ekvivalentne matrice imaju isti rang.

KaZemo da je D, € Mpm (F) kanonska matrica ranga r > 0 ako D, imam oblik

1 0 0 0 0
0o 1 0 0 0
D, = 28
"o o 1 0 (28)
0 0 0]
Simboli&ki pisemo



Svaka matrica je ekvivalentna kanonskoj matrici D,. istog tipa za neki r > 0.
«O» «F»r < > > a
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Teorem

Svaka matrica je ekvivalentna kanonskoj matrici D, istog tipa za neki r > 0.

Dokaz.
Ako je A = 0 nul-matrica, onda je A = Dy i dokaz je gotov. Pretpostavimo da je
A # 0. Onda postoji element A;; # 0.

B Zamjenom redaka i stupaca matrice A, element A;; moZemo dovesti na mjesti

(1,1).



Teorem

Svaka matrica je ekvivalentna kanonskoj matrici D, istog tipa za neki r > 0.

Dokaz.
Ako je A = 0 nul-matrica, onda je A = Dy i dokaz je gotov. Pretpostavimo da je
A # 0. Onda postoji element A;; # 0.
B Zamjenom redaka i stupaca matrice A, element A;; moZemo dovesti na mjesti
(1,1).

A Dijeljenjem s A;; # 0 postizemo da je na mjestu (1, 1) element 1.

A1 Az ... Aim 1 B2 ... Bim

A1 Az ... Aoy Bz1; B2z ... Banm
~ | )

Anl A7L2 e Anm Bnl Bn2 e Bnm



MnoZenjem jedinice i dodavanjem prvog stupca ili retka ostalim stupcima ili

retcima postiZzemo da matrica ima oblik

1 0 0

0 Ca ... Com
(31)

0 CnQ .. Cnm



MnoZenjem jedinice i dodavanjem prvog stupca ili retka ostalim stupcima ili

retcima postiZzemo da matrica ima oblik

1 0 . 0
0 Ca ... Com

(31)
0 CnQ .. Cnm

A Ako su svi C;; = 0, onda je A ~ D i dokaz je gotov. Ako postoji Cy; # 0, onda
se postupak ponavlja na podmatrici s elementima C;;. Nakon kona¢nog broja
koraka dolazimo do matrice

0 0 ... 0 0
01 0 ... 0 ... 0

D — X . . X . 30

"“lo o ... 1 .. 0 (32)




KaZemo da je kvadratna matrica A € M, (F) invertibilna ako postoji matrica
X € M, (F) takva da je

AX =XA=1 (33)
gdje je I jedini&na matrica reda n. Matricu X nazivamo inverz matrice A i
oznatavamo s A~ 1.
AA_l = A_lA =171
U A = = =



KaZemo da je kvadratna matrica A € M, (F) invertibilna ako postoji matrica

X € M, (F) takva da je
AX = XA=1 (33)

gdje je I jedini&na matrica reda n. Matricu X nazivamo inverz matrice A i
oznatavamo s A~ 1.

AAT = A7lA=T

Inverz matrice, ako postoji, je jedinstven.

R T |
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KaZemo da je kvadratna matrica A € M, (F) invertibilna ako postoji matrica

X € M, (F) takva da je
AX = XA=1 (33)

gdje je I jedini&na matrica reda n. Matricu X nazivamo inverz matrice A i
oznatavamo s A~ 1.

AAT = A7lA=T

Inverz matrice, ako postoji, je jedinstven.

Ako su A i B invertibilne matrice istog reda, onda je AB invertiblna matrica i vrijedi

(AB)"'=B7taL. (34)

S e T



