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oblika

Sustav linearnih jednadzbi nad poljem F u nepoznanicama z1,x2,...,zy je sustav

a1171 + o122 + -+ - + aip®n = P,

Q2171 + a22x2 + -+ + QapTn = B2,

(1)
am1T1 + am22 + - + Amn®n = Bm,

Qij, B; € F.

«40r 4F>r «=)r « ) = Q>
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Sustav linearnih jednadzbi nad poljem F u nepoznanicama z1,x2,...,zy je sustav
oblika

a1171 + o122 + -+ - + aip®n = P,

Q2171 + a22x2 + -+ + QapTn = B2,

(1)
am1T1 + am22 + - + Amn®n = Bm,

oz, B €F. (2)
a;; € F koeficijenti sustava
BieF

slobodni koeficijenti
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(4)
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Sustav linearnih jednadzbi nad poljem F u nepoznanicama z1,x2,...,zy je sustav
oblika

a1171 + o122 + -+ - + aip®n = P,

2121 + a2 + -+ a2pn = Po,

(1)
am1T1 + am22 + - + Amn®n = Bm,

Qij, B; € F. (2)
a;; € F koeficijenti sustava
Bi €F

slobodni koeficijenti
n je broj nepoznanica, m je broj jednadzbi
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Sustav linearnih jednadzbi nad poljem F u nepoznanicama z1,x2,...,zy je sustav
oblika

a1171 + o122 + -+ - + aip®n = P,

2121 + a2 + -+ a2pn = Po,

(1)
am1T1 + am22 + - + Amn®n = Bm,

Qij, B; € F. (2)
a;; € F koeficijenti sustava
Bi € F  slobodni koeficijenti
n je broj nepoznanica, m je broj jednadzbi

jednadzbi.

()

4)
Rjesenje sustava je svaka uredena n-torka (a1, a2,...,an) koja zadovoljava sustav
<O «Fr < > E>» E Al
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Svakom sustavu pridruZujemo matricu sustava

a1l @12 cee Odn
@21 Q22 S Q2n
A= | s (5)
am1l  OAm2 <. Omn
. B1
1
B2
matricu nepoznanica X = | ¥2 | | i matricu slobodnih koeficijenata B =
L Tn ’
’ Bm
(6)
Sustav jednadZbi moZemo zapisati u matri€nom obliku
AX = B. (7)

Sustav jednadzbi (1)—(2) ekvivalentan je matri¢noj jednadzbi (7).



Takoder definiramo proSirenu matricu sustava
aln a2 ... ain B

a1 a2 ... ap P2

[AIB=| . R (®)

ml  Qm2 ... Omn  Bm



Takoder definiramo proSirenu matricu sustava

ail Q12 ... Qln P1
a1 a2 ... ap P2

[A|Bl=| . . e (8)
m1 am?2 e AUmn /Bm

Tri osnovna problema

Egzistencija rjeSenja. Koji su nuZni i dovoljni uvjet da bi sustav AX = B imao

barem jedno rjeSenje?
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kada ima to&no jedno rjesenje,
kada ima vise rjedenja?



Takoder definiramo proSirenu matricu sustava

ail Q12 ... Qln P1
a1 a2 ... ap P2

[A|Bl=| . . e (8)
m1 am?2 e AUmn /Bm

Tri osnovna problema
Egzistencija rjeSenja. Koji su nuZni i dovoljni uvjet da bi sustav AX = B imao
barem jedno rjeSenje?
Struktura rjesenja. Ako sustav ima rjeSenje,
kada ima to&no jedno rjesenje,
kada ima vise rjedenja?
Efektivno rjesavanje sustava. Kako pronadi algoritam kojim se mogu odrediti sva

rje$enja sustava?



Primjeri

| Sustav
x4+ 2y =1, (9)
2z 4+ 3y = —2 (10)
ima to&no jedno rjeSenje x = -7,y = 4.

Geometrijska interpretacija:

r+2y=1, 2z+3y=—2 dva pravca koja se sijeku u tocki (—7,4)



Primjeri

| Sustav
x4+ 2y =1, (9)
2z 4+ 3y = —2 (10)
ima to&no jedno rjeSenje x = -7,y = 4.

Geometrijska interpretacija:

r+2y=1, 2z+3y=—2 dva pravca koja se sijeku u tocki (—7,4)

Sustav

T+2y =2, (11)
—2z—4y=1 (12)

nema rjedenja.

Geometrijska interpretacija:

r+2y=2, —x—4y=1 dva paralelna pravca koja se ne sijeku



Sustav

T+ 3y =5,
—2z — 6y = —10

ima samo jednu jednaZzbu
rz+3y=>5

§to daje beskona&no mnogo rje¥enja
rog=t, x1=-3t+5, teR.
Geometrijska interpretacija:

r+3y=95, —2z—6y=-10

dva pravca koja se podudaraju i sijeku se u svim to¢kama.

(13)
(14)

(15)

(16)



Sustav linearnih jednadzbi AX = B je rjesiv ako i samo ako matrica sustava i
proSirena matrica sustava imaju isti rang,

r([A] B]) = r(A).

«40>» «Fr «E» < > Q>

17)



Sustav linearnih jednadzbi AX = B je rjesiv ako i samo ako matrica sustava i
proSirena matrica sustava imaju isti rang,
r([A ] B]) = r(A). 17)
Ako je rang matrice sustava jednak broju jednadZbi, onda je sustav rjeiv.

«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>
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Za sustav linearnih jednadzbi AX = B kaZemo da je Cramerov sustav ako vrijedi
H A je kvadratna matrica reda n,
r(A) =n.
«40r 4F>r «=)r « ) = Q>



Za sustav linearnih jednadzbi AX = B kaZemo da je Cramerov sustav ako vrijedi
H A je kvadratna matrica reda n,
r(A) =n.
Uotimo sljedece:

A je kvadratna matrica = broj jednadZbi jednak je broju nepoznanica,
X=A"1B.

r(A) = n = matrica A je regularna pa je sustav ima jedinstveno rjeSenje

«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>



Cramerov sustav

Definicija
Za sustav linearnih jednadzbi AX = B kaZemo da je Cramerov sustav ako vrijedi
H A je kvadratna matrica reda n,

r(A) =n.

Uotimo sljedece:
A je kvadratna matrica = broj jednadzbi jednak je broju nepoznanica,

r(A) = n = matrica A je regularna pa je sustav ima jedinstveno rjesenje
X =A"1B.

Efektivno rjeSavanje Cramerovog sustava AX = B:
Odredimo determinantu D = det(A).

Za svaki k =1,2,...,n odredimo determinantu Dj, koja se dobije tako da se k—ti
stupac matrica A zamijeni stupcem slobodnih ¢lanova B.

Rjesenje sustava je dano sa

zp=—, k=1,2,...,n. (18)
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Za sustav linearnih jednadzbi kaZemo da je homogen ako su svi slobodni koeficijenti
sustava jednaki nuli.
«40r 4F>r «=)r « =) = Q>



Za sustav linearnih jednadzbi kaZemo da je homogen ako su svi slobodni koeficijenti
sustava jednaki nuli.
Uotimo sljedece:

Homogeni sustav AX = 0 je uvijek rjesiv jer ima barem trivijalno rjeSenje X = 0.
Zanima nas kada sustav ima i netrivijalna rjeenja.

«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>



Uotimo sljedece:

sustava jednaki nuli.

Za sustav linearnih jednadzbi kaZemo da je homogen ako su svi slobodni koeficijenti

Homogeni sustav AX = 0 je uvijek rjesiv jer ima barem trivijalno rjeSenje X = 0.
Zanima nas kada sustav ima i netrivijalna rjeenja.

Homogeni sustav AX = 0 gdje je A € Mpn(F) ima
samo trivijalno rjeSenje & r(A) = n,
i netrivijalna rjeSenja < r(A) < n.
«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>
-



Homogeni sustav AX = 0 kod kojeg je broj jednadZbi manji od broja nepoznanica ima
uvijek i netrivijalna rjesenja.

<O 4 F» « > 3 QA
-
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Homogeni sustav AX = 0 kod kojeg je broj jednadZbi manji od broja nepoznanica ima
uvijek i netrivijalna rje¥enja.
Homogeni sustav AX = 0 kod kojeg je broj jednadZbi jednak broju nepoznanica ima
netrivijalna rjeSenja ako i samo ako je det(A) = 0.

«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>
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Promotrimo homogeni sustav
AX =0, A€ Mmnn(F),

r(A) <n (koji ima netrivijalna rjeSenja).

«Or 4«Fr o« > > a

(19)
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Promotrimo homogeni sustav
AX =0, A€ Mmnn(F),

r(A) <n (koji ima netrivijalna rjeSenja).
Jezgra pridruZenog linearnog operatora T4 : Mp1(F) — M1 (F) je netrivijalni
potprostor od My (F) dimenzije

(19)

d=mn—r(A).
U tom potprostoru postoji d linearno nezavisnih vektora
X17 X27

(20)
., X4 € ker(Ta).

(21)

«40>» «Fr «E» < > Q>



Promotrimo homogeni sustav
AX =0, A€ Mmnn(F),

r(A) <n (koji ima netrivijalna rjeSenja).
Jezgra pridruZenog linearnog operatora T4 : Mp1(F) — M1 (F) je netrivijalni
potprostor od My (F) dimenzije

(19)

d=mn—r(A).
U tom potprostoru postoji d linearno nezavisnih vektora
X17 X27

(20)
., X4 € ker(Ta).
Svaka matrica X} je zadovoljva jednadzbu AX; = 0.

(21)
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Promotrimo homogeni sustav
AX =0, A€ Mmnn(F),

r(A) <n (koji ima netrivijalna rjeSenja).
potprostor od My (F) dimenzije

(19)

Jezgra pridruZenog linearnog operatora T4 : Mp1(F) — M1 (F) je netrivijalni

d=mn—r(A).
U tom potprostoru postoji d linearno nezavisnih vektora
X17 X27

(20)
., X4 € ker(Ta).
Svaka matrica X} je zadovoljva jednadzbu AX; = 0.

(21)

«O> «Fr 4 > > A

Vektore X1, X2, ..., X4 nazivamo fundamentalna rjedenja sustava AX = 0.
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Struktura rjeSenja homogenog sustava

Promotrimo homogeni sustav

AX =0, A€ Mnn(F), r(A)<n (koji ima netrivijalna rje3enja). (19)

Jezgra pridruZenog linearnog operatora Ty : Mp1(F) — Mp,1(F) je netrivijalni
potprostor od My (F) dimenzije

d=mn—r(A). (20)
U tom potprostoru postoji d linearno nezavisnih vektora

Xl,XQ,...,Xdeer(TA). (21)

Svaka matrica X}, je zadovoljva jednadzbu AXj = 0.
Vektore X1, Xa,..., X4 nazivamo fundamentalna rjeSenja sustava AX = 0.

A Svako rjeenje sustava AX = 0 se moZe prikazati kao linearna kombinacija

X=MX1+XXo+ -+ 2 Xk, N\ €F. (22)



Struktura rjeSenja homogenog sustava

Promotrimo homogeni sustav

=

AX =0, A€ Mnn(F), r(A)<n (koji ima netrivijalna rje3enja). (19)

Jezgra pridruZenog linearnog operatora Ty : Mp1(F) — Mp,1(F) je netrivijalni
potprostor od My (F) dimenzije

d=mn—r(A). (20)

U tom potprostoru postoji d linearno nezavisnih vektora

Xl,XQ,...,Xdeer(TA). (21)
Svaka matrica X}, je zadovoljva jednadzbu AXj = 0.
Vektore X1, Xa,..., X4 nazivamo fundamentalna rjeSenja sustava AX = 0.
Svako rjesenje sustava AX = 0 se moze prikazati kao linearna kombinacija

X=MX1+XXo+ -+ 2 Xk, N\ €F. (22)

Ako svi A\; poprimaju proizvoljne vrijednosti u F, onda se (22) naziva opce
rjeSenje sustava (19).



Ova zapaZanja moZemo saZeti u sljedei teorem.
Homogeni sustav AX = 0, gdje je A matrica tipa (m,n), ima d=n —r(A)
fundamentalnih rjeSenja. Svako rjeZenje sustava je linearna kombinacija
fundamentalnih rje3enja.
«O> <> < > > A
-
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Neka je A € Mynn(F). Za sustav linearnih jednadzbi

AX =B
kaZzemo da je nehomogen ako je B # 0.

«A40> «Fr» «E»r» « > Q>

(23)



Neka je A € Mynn(F). Za sustav linearnih jednadzbi

AX =B
kaZzemo da je nehomogen ako je B # 0.

(23)

Sustavu (23) pridruZujemo homogeni sustav AX = 0.

«A40> «Fr» «E»r» « > Q>



Neka je A € Mynn(F). Za sustav linearnih jednadzbi

AX =B
kaZzemo da je nehomogen ako je B # 0.

(23)
Sustavu (23) pridruZujemo homogeni sustav AX = 0.
Pretpostavimo da je sustav AX = B rjediv, tj. da je

Broj r(A) nazivamo rang sustava.

r(A) =r([A | B]).

(24)

«40>» «Fr «E» < > Q>



Neka je A € Mynn(F). Za sustav linearnih jednadzbi

AX =B
kaZzemo da je nehomogen ako je B # 0.

(23)
Sustavu (23) pridruZujemo homogeni sustav AX = 0.
Pretpostavimo da je sustav AX = B rjediv, tj. da je

Broj r(A) nazivamo rang sustava.

r(A) =r([A | B]).

(24)

«O> <> < > > A

Zanima nas kako izgleda opce rjeSenje nehomogenog sustava.
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Neka je A € Mynn(F). Za sustav linearnih jednadzbi

AX =B
kaZzemo da je nehomogen ako je B # 0.

(23)
Sustavu (23) pridruZujemo homogeni sustav AX = 0.
Pretpostavimo da je sustav AX = B rjediv, tj. da je

Broj r(A) nazivamo rang sustava.

r(A) =r([A | B]).

(24)
Zanima nas kako izgleda opce rjeSenje nehomogenog sustava.
Bilo koji vektor Xo € My, (F) takav da je AXy = B nazivamo partikularno rjesenje
sustava AX = B.
«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>
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Opce rjedenje rjesivog nehomogenog sustava AX = B je zbroj partikularnog rjesenja i
opéeg rjedenja homogenog sustava AX = 0.

<O 4 F» « > > a
-
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Teorem

Opce rje¥enje rjesivog nehomogenog sustava AX = B je zbroj partikularnog rjeenja i
opceg rje$enja homogenog sustava AX = 0.

Primjedba
Ako je r(A) = n, onda homogeni sustav AX = 0 ima samo trivijalno rje¥enje pa

nehomogeni sustav ima jedinstveno rjeenje.



