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Poglavlje 1

Vektorski prostori

1.1 Osnovni pojmovi i definicije

Promotrimo skup svih uredenih parova (z1,x2) gdje su x1,z2 € R. Uredenom paru
(21, 22) mozemo pridruziti tocku u ravnini s kooridnatama z; i 3, odnosno radij—
vektor 7 koji spaja ishodiste koordinatnog sustava s tockom (zq,x2). Skup svih
uredenih parova (zy, ) oznacavamo sa R?, a elemente skupa R? mozemo zamisljati
kao skup svih tocaka u ravnini ili kao skup svih radij-vektora 7. Na skupu R? mozemo

definirati zbrajanje elemenata sa

(21, 72) + (Y1, 92) = (¥1 + Y1, 72 + Y2). (1.1)

Ako su tockama (z1,x9) 1 (y1,y2) pridruzeni radij—vektori 77 i 7%, onda je tocki
(x1 + y1, 2 + yo) pridruzen radij—vektor 7 + 7. Stoga zbrajanje uredenih parova
definirano relacijom (1.1) mozemo interpretirati kao zbrajanje odgovarajuc¢ih radij—

vektora. Primijetimo da je zbrajanje elemenata u R? komutativano jer je
(@1, @2) + (Y1, 92) = (@1 + Y1, 22+ 42) = (Y1 + 21,92 + 22) = (Y1, ¥2) + (21, 72). (1.2)
Slicno se moze pokazati da je zbrajanje asocijativno, odnosno da vrijedi
((z1,22) + (Y1, 12)) + (21, 22) = (21, 22) + ((Y1, 2) + (21, 22)). (1.3)
U skupu R? postoji istaknuti element (0,0) sa svojstvom da je
(x1,22) + (0,0) = (21 + 0,22 + 0) = (x1, z2). (1.4)
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Radij-vektor pridruzen tocki (0,0) je nul-vektor 0 koji ima pocetak i kraj u ishodistu
koordinatnog sustava. Nadalje, za svaki element (z1,z2) € R? postoji uredeni par

(—x1, —x9) sa svojstvom
(21, 22) + (=21, —22) = (0,0). (1.5)
Uredeni par (—z, —x9) oznacavamo sa —(z1, x3), dakle
—(x1,22) = (—x1, —x2). (1.6)

Radij—vektor pridruzen tocki (—z;, —z3) ima istu duljinu i lezi na istom pravcu kao

radij—vektor pridruzen tocki (xq,xs), ali ima suprotan smjer.

Na skupu R? mozemo takoder definirati operaciju mnoZenja skalarima,
AMz1,29) = (Az1, Axe), A €R. (1.7)

Ako je tocki (z1,x2) pridruzen radij—vektor 7, onda je tocki (Axy, Azre) pridruzen
radij-vektor A7. Dakle, mnozenje skalarima definirano s (1.7) mozemo interpretirati

kao mnozenje radij—vektora 7 realnim brojem A € R.

Ocigledno je da se operacije zbrajanja i mnozenja skalarima uvedene u (1.1) i (1.7)

mogu generalizirati na skup uredenih n—torki
R”:{(acl,xQ,...,xn)]xiER, 1§z’§n}. (1.8)
U tom slucaju definiramo

(1,22, .y xn) + (Y1, Y2y - Un) = (X1 + Y1, T2 + Y2, oo o, T+ Yn)s (1.9)
My, oy ooy ) = (AT, Ao, ..o, ATy). (1.10)

Definicija vektorskog prostora je motivirana svojstvima koje operacije (1.9) i (1.10)
imaju na skupu R™. Opcenito, elemente vektorskog prostora mozemo mnoziti realnim
ili kompleksnim brojevima pa ¢emo u daljnjem tekstu skupove R i C oznacavati

zajednickim slovom F (od engleske rijeci “field”). Skup F nazivamo polje skalara.
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Definicija 1.1 (Vektorski prostor). Vektorski prostor nad poljem skalara F je skup V'
na kojem su definirane operacije zbrajanja +: V XV — V i mnoZenja -: F xV — V

sa sljedecim svojstvima:
(1) zbrajange je komutativno,
u+v=v4+u VuvelV, (1.11)
(2) zbrajange je asocijativno,
(u+v)+w=u+ v+w) Yuv,wéelV, (1.12)
3) postoji element 0 € V' takav da je
(3) postoj J

O+v=v Yvey, (1.13)

(4) za svaki v € V postoji element —v € V' takav da je

v+ (—v) =0, (1.14)
(5) jedinica 1 € F ima svojstvo da je
l.v=v Vvey, (1.15)
(6) mnozenge je distributivno,
a(u+v) = au + av, (1.16)
(a+ B)v=av+Puv (1.17)
za sveu,v €V ia,B €T,
(7) mnozZenje je kvaziasocijativno,
(af) = a(bv) (1.18)

za svea, B E€F 1veV.
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Elemente skupa V' nazivamo wvektorima, a elemente skupa F nazivamo skalarima.
Mnozenje (A,v) +— Av nazivamo mnozenje skalarima ili vanjsko mnozenje. Vektor
0 € V nazivamo nul-vektor ili neutralni element prostora V', a vektor —v nazivamo

suprotni vektor vektora v. Razlika vektora v i w je definirana sa

v—w=1v+ (—w). (1.19)

Definicija 1.2.
(i) Vektorski prostor nad poljem R nazivamo realni vektorski prostor.

(i1) Vektorski prostor nad poljem C nazivamo kompleksni vektorski prostor.

Primjer 1.1. Skup realnih brojeva R je vektorski prostor nad poljem R jer zbrajanje
i mnozenje na skupu R zadovoljava svojstva u Definiciji 1.1. Sli¢no, skup kompleksnih
brojeva C je realni vektorski prostor ako elemente iz C mnozimo realnim brojevima.
Ako elemente iz C mnozimo kompleksnim brojevima, onda C postaje kompoleksni

vektorski prostor. [J

Primjer 1.2. Euklidski prostor
R" = {(z1,29,...,x,) |z € R, 1 <i<n} (1.20)
je realni vektorski prostor s operacijama zbrajanja i mnozenja

(131,1'2, . 73717,) + (yl,yg, Ce 7yn) = (l‘l + Y1, T2 + Y2,...,Tp + yn), (121)
Mzy, o, .o xy) = (AX1, Ao, ..., ATy), A ER. (1.22)

Lako se provjeri da ovako defirano zbrajanje i mnozenje skalarima zadvoljava svojstva

u Definiciji 1.1. Neutralni element ili nul-vektor je uredena n—torka
0=(0,0,...,0), (1.23)
a suprotni vektor je dan sa

—(x1, T2, ) = (—x1, =T, ..., —p). (1.24)
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Euklidski prostor R™ je prototip realnog vektorskog prostora. Vidjet ¢emo da svaki
realni kona¢nodimenzionalni vektorski prostor V "izgleda® kao R™ i da se njegovi

elementi mogu predstaviti kao uredene n—torke (z1,xs, ..., x,). O
Primjer 1.3. Na skupu
C"={(z1,22,-..,2n) |z €C, 1<i<n} (1.25)

definiramo zbrajanje i mnozenje skalarima na isti nac¢in kao na skupu R". Kako
elemente iz C" mozemo mnoziti realnim ili kompleksnim brojevima, C" realni ili

kompleksni vektorski prostor ovisno o tome jeli F=Rili F =C. [J
Primjer 1.4. Vazan primjer vektorskog prostora je skup polinoma stupnja < n,
Pn={ag+ax+ -+ az" | a; € F}, (1.26)

na kojemu zbrajanje polinoma i mnozenje polinoma skalarima definiramo na uobic¢ajeni

nacin. Ako su p(z) = ag + a1x + -+ + ayz™ i q(x) = by + byx + - - - + bya™, onda je

p(x) + q(x) = (a0 + bo) + (a1 +by)x + - + (an + by)2", (1.27)
Ap(z) = Aag + Aarx + - - - + Aapz". (1.28)

Nul—vektor je nul-polinom

0(z) =0 (1.29)
(gdje su a; =0 zasvei=1,2,...,n), asuprotni polinom polinoma p(x) je
—p(x) = (—ao) + (—a))x + -+ + (—an)z". (1.30)

O

Promotrimo sada neka osnovna svojstva vektorskih prostora.

Propozicija 1.1.
(i) Vektorski prostor ima jedinstveni neutralni element.

(ii) Svaki element vektorskog prostora ima jedinstveni suprotni vektor.
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Dokaz (i) Pretpostavimo da vektorski prostor V' ima dva neutralna elementa 0 i 0'.

Iz definicije neutralno elementa slijedi

0+0 =0 (1.31)
jer je 0 neutralni element. Takoder,

0+0' =0 (1.32)

jer je 0’ neutralni element. Dakle, 0 = 0'.

(ii) Neka je v € V. Pretpostavimo da v ima dva suprostna vektora, w i w’. Onda je
v+ w =v+w = 0 odakle slijedi

w=w+0=w+@w+w)=(w+v)+uw =0+uw =" (1.33)

Propozicija 1.2. Neka je V' vektorski prostor nad poljem F. Tada vrijedi
(1) 0-v =0 za svakiv € V,
(i1)) o-0 =0 za svaki o € T,

(i11) (—1)v = —v za svakiv € V.

Dokaz (i) Za svaki vektor v € V' imamo
0-v=(04+0)-v=0-v+0-0. (1.34)
Dodavanjem suprotnog vektora —0 - v na obje strane jednakosti (1.34) dobivamo
0O-v—-0-v=0-v+0-v—=0-v) = 0=0-v4+0=0-v. (1.35)
(i) Za svaki a € F vrijedi

a-0=a-(0+0)=a-0+a-0. (1.36)
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Sada dodavanjem suprotnog vektora —« - 0 na obje strane jednakosti (1.36) slijedi
0=a-0. (1.37)

(iii) Neka je v € V. Prema svojstvu jedinice u polju F imamo 1-v = v pa iz

distributivnosti mnozenja slijedi
v+ (—-1)-v=1-v+(-1)-v=(14(-1))-v=0-v=0. (1.38)
Jednakost (1.38) implicira da je vektor (—1) - v suprotni vektor vektora v, odnosno

(-1)-v=—v. N

1.2 Linearna nezavisnost vektora, baza vektorskog

prostora

U ovom poglavlju ¢emo nauciti Sto je linearna kombinacija vektora, linearna nezavis-

nost vektora, baza vektorskog prostora i dimenzija vektorskog prostora.

Definicija 1.3. Neka je V' wvektorski prostor nad poljem F. Linearna kombinacija

vektora vy, ve, ..., v, €V je vektor
U] + Qg + -+ - + Uy, (1.39)
gdje su oy, o, ...,a, €TF.
Skup svih linearnih kombinacija vektora vy, v, ..., v, nazivamo linearna ljuska vek-
tora vy, ve, ..., U, 1 oznacavamo sa spang{vy, vq, ..., v, } ili [vy, va, ..., v,]r. Dakle,
n
[vl,vg,...,vn]F:{Zaivi\aiEF, 1§2’§n}. (1.40)

i=1

Ako se polje F podrazumijeva, onda jednostavno pisemo [vq,va, ..., v,].
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Primjer 1.5. Vektor v = (17,—4,2) € R?® je linearna kombinacija vektora v, =
(2,1,-3) 1 ve = (1,—2,4) jer je

(17,-4,2) =6 - (2,1,—3) +5- (1, —2,4). (1.41)

Stoga je v € [v1,vs]. Vektor v = (5,1) € R? nije linearna kombinacija vektora

v; = (0,2) i vy = (0,—3). Doista, v ne mozemo napisati kao v = ayv; + agvy jer je
041(0, 2) + 042(0, —3) = (O, 20(1 — 30(2) (142)

pa ne postoje skalari aq, as € R takvi da je (0,2a; —3as) = (5,1). Stoga, v & [v1, ve).
O]

Ako je v € [vy,v9,...,v,], onda postoje skalari aq, ag, ..., a, € F takvi da je
V= U1 + Qals + * - Qi Uy, (1.43)
Promotrimo sada pitanje je li postoji drugi skup sklara taka da je
v =B + Bova + -+ + By, (1.44)
Oduzimanjem ovih jednadzbi dobivamo
0= (g —B1)v1 + (g — B2)vg + -+ + (v, — Bn)Un. (1.45)

Ako je jedini nacin na koji linearna kombinacija vektora vy, v, . .., v, daje nul-vektor
takav da su svi koeficijenti u linearnoj kombinaciji nula, onda je «; = [3; za svaki 1 =
1,2,...,n pa je izbor skalara u (1.43) jedinstven. Ovo svojstvo vektora vy, va, ..., v,

je vazno i naziva se linearna nezavisnost koju navodimo u sljedecoj definicij.

Definicija 1.4. KazZemo da je skup vektora S = {vi,vs,...,v,} linearno nezavisan

ako za svaku linearnu kombinaciju vektora iz S vrijedi
a1 +agve + -+ v, =0 = ag=ay=---=aq, =0. (1.46)

U protivnom kaZemo da je S linearno zavisan.
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Drugim rije¢ima, vektori vy, vs, ..., v, su linearno nezavisni ako i samo ako se nul-
vektor 0 moze zapisati kao linearna kombinacija vektora vy, vs, ..., v, samo na trivi-

jalni nacin, naime tako da je oy =g = -+ = «,, = 0.

Iz Definicije 1.4 slijedi da su vektori vy, vs, ..., v, linearno zavisni ako postoje skalari
a1, Qa, ..., 0y, od kojih je barem jedan razli¢it od nule i takvi da je ajv; + asvs +

st apv, = 0.

Primjer 1.6. Vektori v; = (1,0,0),v5 = (0,1,0),v3 = (0,0,1) iz prostora R? su

linearno nezavisni. Ako je
QU1 + aUg + azvz = 0, (1.47)
onda gornje jednakosti slijedi
(1,0,0) + (0,1,0) + (0,0, 3) = (0,0,0) (1.48)
Sto implicira oy = ag = a3 = 0. U

Primjer 1.7. Promotrio vektore v; = (1,0, vy = (0,1) i v3 = (=2,1) u prostoru R2.

Primijetimo da vektor v3 mozemo napisati kao
v3=(—2,1) = =2(1,0) 4+ (0,1) = —2v; + vy (1.49)

Sto povlaci 2v; — vy + v3 = 0. Zakljucujemo da su vektori vy, v9 i v3 linearno zavisni.

O

Propozicija 1.3. Skup vektora S = {vi,vq,...,v,}, n > 2, je linearno zavisan ako
1 samo ako se barem jedan od vektora iz S moZe napisati kao linearna kombinacija

preostalih vektora iz S.

Dokaz Prepostavimo da je skup S linearno zavisan. Onda postoje skalari g, as, ...,

od kojih je barem jedan razli¢it od nule takvi da je

Q0] + QgUs + - - - + a, = 0. (1.50)
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Pretpostavimo da je ax # 0. Onda iz (1.50) dobivamo
v = —Zﬁvi. (1.51)

Dakle, vektor vy je linearna kombinacija preostalih vektora iz S.
Pretpostavimo sada da se vektor vy moze napisati kao linarna kombinacija preos-
talih vektora iz S,

ve= Y At (1.52)

i=1
Onda gornju jednakost mozemo napisati kao
A+ A1Vt (1) - Uk + Apgp1Vkgr + o+ Apu, = 0. (1.53)

Obzirom da je koeficijent uz vektor v, razli¢it od nule, skup S je linearno zavisan. H

Ako vektorski prostor V' mozemo promatrati kao prostor nad poljem R ili nad poljem
C, onda linearna nezavisnost vektora u V' moze ovisiti o izboru polja. Na primjer,
ako prostor V' = C promatramo kao realni vektorski prostor, onda je skup vektora

{1+14,1 — i} linearno nezavisan. Doista, ako je
a(l4+14)+b(1 —1i) =0, (1.54)
za neke a,b € R, onda je
a+b+ (a—b)i=0. (1.55)
Ovo implicira da je a +b =01 a — b = 0 iz ¢ega slijedi a = b = 0. Medutim, ako

C promatramo kao kompleksni vektorski prostor, onda su a,b € C. U tom slucaju

mozemo uzeti

1—1
b=1, a=-— =1 1.56
141 ( )
pa je skup vektora {1 + 4,1 — i} linearno zavisan.
Definicija 1.5. KazZemo da skup vektora {vi,vs,...,v,} razapinje vektorski prostor
V' ako za svaki v € V' postoje skalari aq, s, ..., a, € F takvi da je

V= U1 + QaUg + + - + Q,Uy,. (1.57)
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Drugim rije¢ima, skup vektora {vy, v, ..., v,} razapinje prostor V ako je
[U1,V2, ..., ]p = V. (1.58)

Primjer 1.8. Vektori (1,0,0), (0,1,0) i (0,0, 1) razapinju prostor R? jer svaki vektor

(7,9, 2z) € R? moZemo napisati kao linearnu kombinaciju

(x,y,2) =x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1). (1.59)

U teoriji vektorskih prostora od interesa su linearno nezavisni skupovi vektora koji

razapinju zadani prostor.

Definicija 1.6. Baza vektorskog prostora V' je niz vektora B = (vy, v, ..., v,) takav
da

(i) B razapinje V,
(i) B je lienarno nezavisan skup.

Baza trivijalnog prostora V= {0} je prazan skup.

U izvjesnom smislu, baza sadrzi optimalni broj vektora koji razapinju V. Ako broj
vekotra u B nije dovoljan, onda B ne razapinje prostor V. S druge strane, ako je broj

vektora u B prevelik, onda su vektori u B linenarno zavisni.
Primjer 1.9. Niz vekora
er =(1,0,...,0), ey =1(0,1,0,...,0), ... e,=1(0,0,...,1) (1.60)

tvori bazu prostora F". Baza (eq,es, ..., e,) se naziva kanonska ili standarna baza

prostora F". [J

Primjer 1.10. Neka je P, skup polinoma stupnja do uklju¢ivo n,

P, ={ao+az + ax® + - +a,a” |a; €F, 1 <i#n}. (1.61)
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Svaki polinom u P, je linearna kombinacija monoma 1,z,22,...,2". Ovaj skup mo-
noma je linearno nezavisan jer iz elementarne matematike znamo da niti jedan mo-
nom iz ovog skupa ne mozemo napisati kao linearnu kombinaciju preostalih monoma.

Dakle, niz monoma (1,z,z%, ..., z") je baza prostora P,. [J

Primjer 1.11. Odredite bazu prostora
V={(z,y,2) eR’ |z +y+2=0}. (1.62)
Ako je (z,y,z) € V, onda je x = —y — z pa vektor (z,y, z) mozemo zapisati kao
(x,y,2) = (—y— 2,9,2) = (—y,4,0) + (—2,0,2) =y (—1,1,0) + 2 (—1,0,1). (1.63)

Dakle, svaki vektor u V' je linearna kombinacija vektora (—1,1,0) i (—1,0, 1); stoga

ovi vektori razapinju prostor V. Pretpostavimo da je

Ovo implicira
(_a_ﬁaauﬁ) = (07070) (165)
iz. cega slijedi da je « = # = 0. Zakljucujemo da su vektori (—1,1,0) i (—1,0,1)

linearno nezavisni pa je niz vektora B = ((—1, 1,0),(-1,0, 1)) baza prostora V. [J

Potrebno je naglasiti da baza vektorskog prostora nije jedinstvena. Na primjer, niz
vektora By = ((1,0),(0,1)) i By = ((1,1),(0,1)) tvore bazu prostora R% Takoder,
ako u zadanoj bazi promijenimo poredak vektora, onda dobivamo drugu bazu jer je
u bazi vazan poredak u kojem su poredani vektori baze. lako baza zadanog prostora
nije jedinstvena, moze se pokazati da svake dvije baze imaju isti broj elemenatan.

Ovo nam omogucava da definiramo dimenziju vektorkskog prostora.

Definicija 1.7. Dimenzija prostora V, u oznaci dimg V', je broj elementa u bilo kojoj

bazi od V. Dimenzija trivijalnog prostora {0} je nula.

Ako je polje sklalara podrazumijeva, onda dimenziju prostora krace ozna¢avamo sa

dim V.
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Prostor F™ ima kanonsku bazu (eq, e, . .., €,), stoga je dim F" = n. Prostor polinoma
P, ima bazu koja se sastoji od monoma (1, z,z?%,...,2") paje dim P, = n+1. Uotimo
da baza vektorskog prostora V' moze ovisiti o polju skalara ako se V moze promatrati

kao realni ili kao kompleksni vektorski prostor.

Primjer 1.12. Ako prostor C promatramo kao realni vektorski prostor, onda je baza

od C dana sa By = (1,14) jer svaki z € C mozemo na jedinstveni nacin napisati kao
z=a-1+b-17, a,beR. (1.66)

Stoga je dimg C = 2. S druge strane, ako C promatramo kao kompleksni vektorski

prostor, onda njegova baza ima samo jedan element By = (1) jer je
z=2z-1 zasvaki z€C (1.67)

pa nam je u linearnoj kombinaciji s kompleksnim koeficijentima potreban samo jedan
vektor 1 € C. Stoga je dim¢C =1. OJ

Teorem 1.1. Niz B = (vy,vs,...,v,) je baza prostora V ako i samo ako se svaki

vektor v € V. moZe napisati kao jedinstvena linearna kombinacija vektora iz B.

Dokaz Neka je B = (vq,vg,...,v,) baza od V i neka je v € V. Pretpostavimo da se

vektor v € V' moze na dva nacina zapisati kao linearna kombinacija vektora iz B:

V= QU1 + QoUy + - -+ + Uy, (1.68)

v = frvr + Pavy + - -+ + Bpn. (1.69)
Oduzimanjem ovih jednakosti dobivamo
0 = (ay — Bi)vr + (a2 — Bo)va + - + (v — B)vn. (1.70)

Vektori vy, vy, ..., v, su linearno nezavisni pa jednakost (1.70) implicira

a; =B, ag =, ... an=[h. (1.71)
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Pretpostavimo sada da se svaki vektor v € V' moze na jedinstveni nacin napisati kao
linearna kombinacija vektora iz B. Ovo implicira da vektori iz B razapinju prostor

V. Pokazimo da su vektori iz B linearno nezavisni. Neka je
Y101 + YoU2 + - VU = 07 (172)

Prema pretpostavci, nul-vektor se moze napisati samo kao jedinstvena linearna kom-
binacija

O-vy+0-v9+---+0-v,=0 (1.73)
pa usporedbom (1.72) i (1.73) zaklju¢ujemo da je v =2 = ... =, = 0. Dakle, B

je niz linearno nezavisnih vektora koji razapinju V pa je B baza prostora V. B

Ako odaberemo bazu prostora V', B = (vq,vy,...,v,), onda svakom vektoru v € V'

mozemo na jedinstveni nacin pridruziti skalare aq,as, ..., a, takve da je

V= U1 + QaUs + - - + Qu,Uy,. (1.74)

Definicija 1.8. Uredenu n—torku (aq, ag, ..., ay) nazivamo reprezentacija vektora v
u bazi B i pisemo
[U]B = (Oél,O{27...7Oén). (]‘75>

Koeficijent «; je i—ta komponeneta vektora v u bazi B.

1.3 Podprostori

Promotrimo podskup Euklidskog prostora R? = {(x,y) | 2,y € R} definiran sa
U = {(z,3x) | x € R}. Skup U ¢ine sve tocke u ravnini koje leze na praveu y = 3z.

Ako su (z,3x) i (2/,32") dvije tocke na pravcu U, onda njihov zbroj daje
(z,3z) + (', 32") = (z + 2/, 3(x + 2')) € U. (1.76)
Nadalje, za svaki A € R imamo

Az, 3z) = (A, 3(A\x)) € U.
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Dakle, zbrajanjem dviju tocaka na pravcu U i mnozenje tocke iz U skalarom A € R
dobivamo tocku koja lezi na pravcu U. Stoga na U mozemo definirati zbrajanje
vektora i mnozenje vektora skalarima. Obzirom da se asocijativnost, distributivnost i
ostala svojstva ovih operacija nasljeduju od prostora R?, zakljué¢ujemo da je pravac U
vektorski prostor koji lezi u prostoru R?. Takav skup je prirodno nazvati podprostor

od R2. Ovo razmatranje motivira sljedeé¢u definiciju.

Definicija 1.9. Neprazan podskup U C V' vektoskog prostora V nazivamo podprostor

od V' ako je U wvektorski prostor obzirom na iste binarne operacije definirane na V.

Iz definicije 1.9 slijedi da je podskup U podprostor od V' ako zadovoljava sljedeca

svojstva:

(1) nul-vektor je element od U: 0 € U,

(2) U je zatvoren na zbrajanje vektora: u,v € U implicira u + v € U,

(3) U je zatvoren na mnozenje vektora skalarima: A € F, u € U implicira Au € U.

Da bismo utvrdili je li neki podskup U C V podprostor od V', dovoljno provjeriti
svojstva (2)—(3), odnosno zatvorenost skupa na zbrajanje vektora i mnozenje vektora

skalarima. Svaki prostor V' ima trivijalne podprostore U = {0} iU = V.

Primjer 1.13. Skup tocaka U = {(z,y, ) | ax + by + cz = 0} predstavlja ravninu u
prostoru R? koja prolazi kroz ishodiste. Pokazimo da je U podprostor od R®. Neka

su (z,y,2),(2',y,2") € U. Onda ove tocke zadovoljavaju jednadzbu ravnine
ar +by+cz =0, azx'+by +cz =0. (1.77)
Zbrajanjem dobivamo
(x,y,2)+ (', Y= (x+ 2,y +9y,2+2) (1.78)
pa dobivena tocka lezi u ravnini U jer je

a(z+2)+bly+y)+e(z+2)=ar+by+cz+ar’ + by’ +cz' =0+0=0. (1.79)
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Dakle, (z,y,z) + (2/,y,2") € U. Nadalje, ako je A € R, onda je
ANz, y,2) = (Ax, Ay, Az) (1.80)
pa dobivena tocka zadovoljava jednadzbu ravnine jer je
a(Az) + b(\y) + c(A\z) = Maz + by +¢cz) = X-0=0. (1.81)
Stoga je skup U zatvoren na zbrajanje vektora i mnozenje vektora skalarima. Nadalje,
(0,0,0) € U sto povlaci da je U podprostor od R3. [J
Primjer 1.14. Pokazite da je skup polinoma
P ={a+bx|abeR} (1.82)
podprostor prostora
Ps = {a+bx + cx® + dz® |,a,b,c,d € R}. (1.83)
OJ

Primjer 1.15. Zadan je skup U = {(z1,22,...,2,) | 1 = x,}. Skup U sadrzi
sve tocke u Euklidskom prostoru R™ kojima su prva i zadnja koordinata jednake.
Pokazimo da je U podprostor od R". Neka su (z1,xa,...,2), (Y1,Y2,...,yn) € U i

A € R. Tada je x1 =z, 1 y1 = y,. Zbrajanjem vektora dobivamo
(1, o, .. ) + (Y1, Y2, - Yn) = (1 + Y1, 22+ Y2, o Ty +yn) EU (1.84)
jer je z1 + y1 = x, + y,. Nadalje,
Mzy, T, .oy xy) = (A1, AT, ..., Axy,) € U (1.85)

jer je Axy = Ax,. Dakle, skup U je zatvoren na zbrajanje vektora i mnozenje vektora
skalarima. Nadalje, (0,0,...,0) € U pa zaklju¢ujemo da je skup U podprostor od
R™. O
Inituitivno je jasno da je dimenzija podprostora U C V manja ili jednaka dimenziji
prostora V. Promotrimo pravac U = {(z,3z) | z € R} koji je podprostor ravnine R?.
Svaki vektor na pravcu U se moze prikazati kao linearna kombinacija jednog vektora
(1,3) € U jer je

(x,3z) =2 (1,3) zasvaki z € R. (1.86)
Stoga je dim(U) = 1 dok je dim(R?) = 2 pa je dim(U) < dim(R?). Sljedeéi teorem je
generalizacija ovog opazanja i navodimo ga bez dokaza.
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Teorem 1.2. Neka je U podprostor vektorskog prostora V. Onda je dim(U) <
dim(V).

1.4 Presjek i suma podprostora

Ako su U i V podprostori vektorskog prostora W, onda se njihovim presijecanjem
dobiva novi podprostor od W. Na primjer, ako su U i V' dvije ravnine u prostoru
R3 koje nisu paralelne, onda se njihovim presijecanjem dobiva pravac koji je takoder

podprostor od R3. Opéenito, vrijedi sljede¢a tvrdnja.

Propozicija 1.4. Neka su U 1V podprostori vektorskog prostora W. Onda je UNV
podprostor od W'.

Dokaz Odaberimo vektore u,v € U NV iskalar A € F. Ondasuu,v e Uiu,v €V
pa vrijedi u +v € U i u+ v € V jer su podprostori U i V zatvoreni na zbrajanje
vektora. Dakle, u+v € UNV. Nadalje, u e Uiu € V povlacidaje \u e Uidlu €V
jer su U i V zatvoreni na mnozenje vektora skalarima. Dakle, Au € U N'V. Nadalje,
0 € UNV paslijedi da je U NV podprostor od W. B

Ovaj zakljucak se moze generalizirati na proizvoljni broj podprostora:
ako su Uy, Us, ..., U, podprostori od W, onda je NI ,U; podprostor od W.

Prirodno je zapitati se je li unija dvaju podprostora od V podprostor od V. Da bi
odgovorili na ovo pitanje, promotrimo sljedeéi primjer. Neka su U; = {(z,0) | = € R}
i Uy = {(0,y) | y € R} podprostori prostora R? koji predstavljaju osi z i y, redom.
Odaverimo tocke (1,0) € Uy i (0,1) € Us. Onda je

(1,0) + (0,1) = (1,1) ¢ U, U Uy (1.87)
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jer tocka (1, 1) ne pripada niti jednom od skupova Uy ili U,. Dakle, unija U; U Us nije
zatvorena na zbrajanje vektora pa U; U U, nije podprostor od R?. Da bismo skup
Uy U Uy upotpunili do podprostora, moramo uzeti u obzir sume svih vektora iz U i

U,. Ovo motivira pojam sume podprostora koja je dana sljede¢om definicijom.

Definicija 1.10. Neka su Uy,Us, ..., U, podprostori vektorskog prostora V. Suma
podprostora Uy, Us, ..., U,, u oznaci Uy + Uy + - - - + U, je skup

U1+U2+"'+Un:{Ul—F’UQ—F"'—l-Un|’U1'EU,', 1§Z§TL} (188)

Primjer 1.16. Neka su U i V podprostori prostora R? definirani sa
U={(x,0,0) |z e R}, V={(0,y,0) |y € R} (1.89)
Onda je njihova suma dana sa
U+V ={(z,9,0) | z,y € R}. (1.90)

Primijetimo da je U + V skup svih tocaka ravnine z,y u prostoru R?®. O]

Propozicija 1.5. Neka su Uy, Us, ..., U, podprostori vektorskog prostora V.. Onda je
Uy + U+ ---+4+ U, podprostor od V.

Dokaz Odaberimo vektore u,v € Uy +Us + --- 4+ U, i A € F. Onda su
u=u +uy+---+u, i v=v+vy+---+uv, (1.91)
za neke u; € U; iv; € Vi, 1 <1 < n. Zabrajanjem dobivamo
u+v=(u;+v)+ (g +v2) + -+ (Up +vp) €L+ Ua+ -+ U, (1.92)
jer je u; +v; € U; za svaki 1 <4 < n. Nadalje,

AMe=Aug +Aug+ -+, eUy +Uy +---+ U, (1.93)
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jer je Au; € U; za svaki 1 < i < n. Ocigledno je
0=04+0+---+0€U;+Uy+---+ U, (194)

pa slijedi da je Uy + Uy + - - - + U,, podprostor od V. R

Ako se svaki vektor iz V' moze napisati kao

v=v+vs+ v, v €V, (1.95)
onda pisemo
V=U+Uy+---4+U, (1.96)
i kazemo da je V suma podprostora Uy, Us, ..., U,.

Promotrimo sada podprostore Euklidskog prostora R? definirane sa

U= {(2,0,0) |z € R}, U,={(0,54,0)|ycR*, Us=1{0,02)]zcR}
(1.97)

te podprostore
Wl = {(maya 0) | T,y € R}a W2 = {(07y72> ’ Y,z € R} (198)

U oba slu¢aja sume ovih podprostora daju ¢itavi prostor R? jer svaki vektor (z,y, 2) €
R? mozemo rastaviti kao sumu vektora iz U; + Uy + Us i W, + W,

(2, 9,2) = (2,0,0) + (0,y,0) + (0,0, 2) € Uy + Uz + U, (1.99)
1 1
(x,y,2) = (x, 2Y 0) + (0, 3Y z) € Wy + Wa. (1.100)

Medutim, prvi rastav mozemo napisati samo na jedan nacin, drugi rastav nije jedins-

tven jer (z,y, z) mozemo napisati i kao
(,y,2) = (2,2y,0) + (0, —y, z) € Wy + Ws. (1.101)

Razlog zbog kojeg rastav (1.100) nije jedinstven lezi u Cinjenici da W; i W5 imaju
netrivijalni presjek

koji predstavlja os y. U teoriji vektorskih prostora jedinstveni rastavi vektora su

posebno vazni pa im dajemo zasebni naziv: direktna suma.
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Definicija 1.11. KaZemo da je vektorski prostor W direktna suma podprostora U i
Vi pisemo W =U &V ako vrijedi

(i) W=U~+V,

(i) UNV ={0}.

U direktnoj sumi podprostora U @& V' svaki vektor ima jedinstveni rastav na zbroj

vektora iz U i V| kako pokazuje sljedeci rezultat.

Propozicija 1.6. Neka su U iV podprostori vektorskog prostora W. Onda je W =

UV ako i samo ako se svaki w € W moZe na jedinstveni nacin napisati kao

w=u+v, welU veV. (1.103)

Dokaz Neka je W = U @ V. Pretpostavimo da se vektor w € W moze na dva nacina
rastaviti kao
wW=1u + v =Us+ vV, U, U EU, v1,v9 EV. (1104)

Odavde slijedi da je u; — ugy = v9 — vy Sto implicira da se vektori u; — ug i vo — vy
nalaze u oba prostora U i V, dakle

u—u €UNV, vg—v€UNV. (1.105)

Kako je UNV = {0}, zakljucujemo da je u; —us = 0 i vy — vy = 0, odnosno u; = uy
i v; = vy. Time smo pokazali da je rastav (1.104) jedinstven.
Pokazimo sada drugi smjer tvrdnje. Pretpostavimo da se svaki vektor w € W moze

jednoznacno rastaviti kao
w=u+v, velU veV. (1.106)

Zelimo dokazati da je W = U @ V. Prema pretpostvci (1.106) vrijedi W = U +V pa
je dovoljno pokazati da je U NV = {0}. Pretpostavimo da je U NV # {0}. Onda
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postoji vektor x € U NV takav da je x # 0 pa vektor w € W mozemo napisati kao
w=(u—2z)+ (v+2x). (1.107)

Primijetimo da je u —x e Uiv+ax € V jer jex € UNV. Ovo implicira da w
mozemo rastaviti na razlic¢ite nacine kao sumu vektora iz U i V §to je u kontradikciji
s pocetnom pretpostavkom. Dakle, UNV = {0} pa je W direktna suma podprostora
UiV, ,odnosno W =UsV. R

Ako je W = U &V, onda kazemo da su U i V direktni sumandi prostora W i da je
U direktni komplement od V' i obratno.

Sljedec¢i teorem nam kazuje kakav je odnos medu dimenzijama prostora W =U & V

i prostora U i V.

Teorem 1.3. Ako je W =U &V direktna suma podprostora, onda je

dim(W) = dim(U) + dim(V). (1.108)

Dokaz Oznac¢imo dimenzije podprostora sa dim(U) = [ i dim(V) = k. Neka je
By = (uq,us, . ..,u;) baza od U i neka je By = (v, vs,...,v;) baza od V. Pokazimo
da je niz vektora

B = (uy,ug, ..., u, 0,09, ..., ) (1.109)

baza prostora W. Neka je w € W. Onda w ima jedinstsveni rastav
w=u+v, ucV,veV. (1.110)

Vektore u i v mozemo raspisati po bazama prostora U i V' kao

l k
u:Zaiui, v:Z@;w (1.111)
i=1 i=1

za neke skalare aq, ..., 01,..., 0 € F. Stoga je

l k
=1 =1
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Sto pokazuje da niz B razapinje prostor W.

Pokazimo sada da je B linearno nezavisan niz vektora. Neka je
(e 341 +052U2+"‘+Oélul +B1U1 +52U2+"' +ﬁk'0k; =0. (1113)

Definirajmo vektore u = Zi:l a;u; i v =S¢ Biv;. Onda iz jednakosti (1.113)
slijedi da je uw = —wv Sto implicira da oba vektora u i v pripadaju prostorima U i V|
odnosno u,v € UNV. Medutim, U NV = {0} jer je W direktna suma podprostora
U iV paslijedi da je u = v = 0. Stoga je

U +aguy+ -+ opu =0 (1.114)
pa zakljuc¢ujemo da je a; = as = ... = a; = 0 je su vektori uy, uo, ..., u; linearno
nezavisni. Sli¢no,

Brvr+ Bovg+ -+ Brvp =0 (1.115)
implicira da je #; = B2 = ... = [ = 0 jer su vektori vy, vy, ... v, linearno nezavisni.
Dakle, niz vektora B = (uy,...,u;,v1,...,0x) je linearno nezavisan pa je B baza

prostora W. Obzirom da B ima [ + k elemenata, imamo
dim(W) =1+ k = dim(U) + dim(V'). (1.116)
|

Ako presjek podprostora U i V' nije trivijalan, U N’V # {0}, onda se moze pokazati
da je dimenzija prostora W = U + V' dana sa

dim(W) = dim(U) + dim(V) — dim(U N V). (1.117)

U posebnom slucaju kada je U NV = {0}, onda je dim(U N'V) = 0 pa se jednakost
(1.117) svodi na jednakost (1.116).

Primjer 1.17. Neka je W = R3 i neka su
U= {(2,0.2) 2.2 € B}, V=1{(0.4,0)|yeE}. (1.118)

Podprostor U prestavlja ravninu xz, a podprostor V predstavlja y—os. Svaki vektor
(z,y,2) € R® mozemo rastaviti kao

(z,y,2) = (2,0,2) + (0,y,0) e U + V. (1.119)

Nadalje, U NV = {(0,0,0)} jer y—os probada ravninu z,z u isodistu. Stoga je
RE=UeV.O
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Primjer 1.18. Neka je W prostor trigonometrijskih polioma
W = {acos() + bsin(f) | a,b € R}. (1.120)

Ocigledno je da je W vektorski prostor nad poljem R. Ako su acos(f) + bsin(f) i
a’' cos(f) + b'sin(f) elementi od W, onda je

(acos(f) + bsin(9)) + (a' cos(d) + b’ sin(f)) = (a + a) cos(0) + (b+ V') sin(h) € W.
(1.121)
Nadalje, ako je A € R, onda je

A(acos(f) + bsin(0)) = (Aa) cos(f) + (Ab) sin(h) € W. (1.122)

Stoga na W mozemo definirati zbrajanje vektora i mnozenje vektora skalarima. Lako
se provjeri da binarne operacije na W zadovoljavaju svojstva vektorskog prostora.

Definirajmo podprostore
U={acos(d) | a R}, V ={bsin(d)|becR}. (1.123)
Slijedi da je W =U + V. Ako je v € UNV, onda je
v = acos(f) = bsin(0) (1.124)

zaneke a,b € R. Jednakost (1.124) implicira a = b = 0 jer iz elementarne matematike
znamo da funkcije sin(#) i cos(#) nisu medusobno proporcionalne. Dakle, UNV = {0}
pajeW=UaqV. U

Ako zZelimo definirati direktnu sumu tri ili vise podprostora Uy, Us, ..., U,, onda nije
dovoljno provjeriti je li za svaki par podprostora vrijedi U; NU; = {0}. U tom slucaju

je definiciju potrebno generalizirati na sljede¢i nacin.

Definicija 1.12. Prostor V je direktna suma podprostora Vi, Vs, ..., V, ako je
(1)) V=Vi+Vat---+V,,
(@) Vin(Vi+-+ Vi + Vi +--- Vo) = {0}

Tada pisemo
V=VieV,d---dV,. (1.125)
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Uvjet (ii) povlaci da se vektori iz U; ne mogu napisati kao linearna kombinacija vektora

iz ostalih podprostora pa je rastav svakog vektora w € W na sumu
wW=u +u+ - +u, u €U, (1.126)

jedinstven. Bez dokaza navodimo da vrijedi

Teorem 1.4. Vektorski prostor V' je direktna suma podprostora Vi, Vs, ..., V, ako i

samo ako sve svaki vektor v € V. moZe na jedinstveni nacin napisati kao
V=01 + Vg + -+ Uy, v; € V. (1127)

U tom slucaju je
dimV =dimV; +dimV, + - +dim V,. (1.128)

Jednostavan primjer ovakvog rastava je direktna suma R3 = U; @ U, @ Us gdje su

Uy ={(z,0,0) |z € R}, Uy ={(0,4,0) |y € R}, Us={(0,0,z2) | z € R}.
(1.129)

Lako se vidi da su ispunjeni uvjeti
UnUy+Us)={0}, Usn(Us+Us)={0} i UsnN (U +Us)={0} (1.130)

pa Eukliski prostor R? mozemo shvatiti kao direktnu sumu jednodimenzionalnih pod-

prostora koji predstavljaju osi x, y i z.



Poglavlje 2

Linearni operatori

2.1 Prostor linearnih operatora

Jedan od klju¢énih pojmova u linearnoj algebri su linearni operatori. Linearni opera-
tori se pojavljuju u geometriji kao rotacije, refleksije, projekcije, sklaliranja i druge
tranformacije. Veliki dio linearne algebre se bavi proucavanjem svojstava linearnih

operatora i vezom izmedu linearnog operatora i njegovog matri¢nog prikaza.

Definicija 2.1. Neka su U i V wvektorski prostori nad poljem F. Preslikavanje

T: U — V senaziva linearni operator ili homomorfizam vektoskih prostora ako vrijedi
(1) T(u+v) =T(u) +T(v),
(i) T(Au) = AT'(u), XeF.

Skup svih linearih operatora T: U — V' oznacavamo sa L(U, V).

Promotrimo neke primjere linearih operatora.

Primjer 2.1.

Neka je P,, prostor polinoma stupnja < n na poljem R. Mnozenje polinoma varijablom

27
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x, T: P, — Ppi1 definirano sa T'(p(z)) = xp(z), je linearni operator. Doista,

T(p(x) +q(x)) = z(p(x) + q(x)) = zp(x) + zq(z) = T(p(x)) + T(q(x)),  (2.1)
T(Ap(z)) = z(Ap(x)) = Map(z)) = AT(p(x)), X€R. (2.2)

OJ

Primjer 2.2. Neka je D: P, — P,_; operator deriviranja,

D(p(z)) = j—i. (2.3)

Derivacija je linearni operator jer iz analize znamo da je

D(p(e) +a(e)) = - (ple) + (@) = 2+ 5 = D(pla)) + D), (29
D(p()) % db

(Ap(z)) = )\% = A\D(p(z)). (2.5)

O

Primjer 2.3. Neka je C°a, b] prostor neprekidnih funkcija f: [a,b] — R. Operator
integriranja
b
1A= [ s 26)
je linearni operator je je

b

b b
I[f + 4] =/ (f(iﬂ)+g(fﬂ))d$=/ f(I)dWr/ gle)de = I[f] + Igl,  (2.7)
INf] = / M (z)dx = )\/ f(z)dz = N|g]. (2.8)

OJ

Primjer 2.4. Preslikavanje P: R? — R? definiramo sa P(z,y) = (z,0) nazivamo
projekcija na os x. Analogno se definira projekcija na os y sa Q(z,y) = (0,y).

Projekcija je linearan operator jer je

P((z,y) + (2',¢)) = Pl + 2",y +¢) = (,0) + (2/,0) = P(z,y) + P(z",¢), (2.9)
P(A\(z,y)) = P(Az, \y) = (Az,0) = AP(x,y). (2.10)

Operatori P i Q) su projekcije Euklidskog prostora R? na jednodimenzionalne pod-

prostore Sto ih ¢ine osi x 1 y. U
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Dokazimo neka elementarna svojstva linearnih operatora.

Propozicija 2.1. Neka je T': U — V linearni operator. Onda vrijeds
(i) T(0) =0,

(ii)) T(—u) = =T(u), ueU.

Ovdje smo radi jednostavnosti nul-vektore u oba prostora oznacili istim simbolom 0.

Dokaz (i) Zbog linearnosti operatora T' imamo
T(0)=T(0+0)=T(0)+17(0) (2.11)

Oduzimanjem vektora 7'(0) na obje strane jednakosti 2.11 dobivamo 7'(0) = 0.
(ii)) Neka je A = —1 u Definiciji 2.1 (ii). Kako je (—1)u = —u, odavde dobivamo
T(—u)=-T(u). B

Kombiniranjem svojstva (i) i (ii) iz Definicije 2.1 slijedi
T()\lul + )\2u2) = )\1T(U1) + )\QT(UQ) (212)

zasve A\, Ay € Fiug,us € U. Ovu jednakost mozemo prosiriti na proizvoljnu linearnu

kombinaciju vektora iz U pa imamo

T( i au) - i a;T(u;). (2.13)

Navedimo jos nekoliko vaznih definicija u vezi linearnih operatora. Preslikavanje
T:U — V je injekcija ako T'(u) = T'(v) implicira u = v. Ekvivalentno, kazemo da
je T injekcija ako u # v implicira T'(u) # T(v), odnosno ako se razli¢iti elementi
preslikavaju u razlicite slike. Kazemo da je T surjekcija ako za svaki v € V' postoji
u € U takav da je T'(u) = v. Ako je preslikavanje T: U — V injekcija i surjekcija,

onda kazemo da je T' bijekcija.
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Definicija 2.2. Neka je T': U — V' linearni operator.

(i) Ako je T bijekcija, onda kazemo daje T izomorfizam vektorskih prostora i piSemo

U~V.

(ii) Ako je T bijekcija i U =V, onda kazemo da je T automorfizam prostora U.

Na skupu linearnih operatora £(U, V') mozemo definirati zbrajanje operatora i mnozenje

operatora skalarima.

Definicija 2.3. Neka su S,T € L(U,V) i neka je X € F. Zbroj operatora S + T i

umnozak NT' definiramo sa

(S+T)(u) = S(u) + T(u), (AT)(u) = AT(u). (2.14)

Izravnim racunom se lako provjeri da uz operacije zbrajanja i mnozenja skalarima

definiranim u (2.14) vrijedi

Teorem 2.1. Skup linearnih operatora L(U, V') je vekorski prostor.

Primijetimo da je null-vektor u prostoru £(U, V') null-operator definiran sa 0(u) = Oy

za svaki u € U.

Definicija 2.4. Neka suT: U —V 1S: V — W linearni operatori. Kompozicija ili

umnozak operatora je definiran sa

(ST)(u) = S(T(w)). (2.15)
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Propozicija 2.2.

UmnoZak linearnih operatora je linearni operator.

Dokaz NekasuT: U — V iT:V — W linearni operatori. Za svaki u,v € U vrijedi

(ST)(u+v)=S(T(u+wv))=S(T(u)+T(v))
= S(T(u)) + S(T(v)) = (ST)(u) + (ST)(v). (2.16)

Neka je A € F. Onda je
(ST)(Au) = S(T'(Au)) = S(AT(u)) = AS(T(u)) = MST)(u). (2.17)

Dakle, umnozak operatora je linearni operator. H

2.2 Jezgra i slika operatora

Sada ¢emo definirati dva vazna podprostora, jezgru i sliku operatora, koji su vezani

uz svojstvo injekcije i surjekcije.

Definicija 2.5. Neka je T': U — V' linearni operator.

(i) Jezgra operatora T je skup

ker(T) = {u € U | T'(u) = 0}. (2.18)

(i1) Slika operatora je skup

Im(T) = {T(x) | u € UY. (2.19)

Primjer 2.5. Neka je D: P,, — P,,_1 operator deriviranja, D = %. Jezgra operatora

je skup ;
ker(D) = {p(a:) e P | £ - o}. (2.20)
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Ako je derivacija polinoma p(z) jednaka nuli, onda je p(x) = ¢ konstantni polinom.

Dakle, jezgra operatora D je skup svih konstantnih polinoma
ker(D) = {p(z) = c| c € R}. (2.21)
OJ

Primjer 2.6. Neka je M: P, — P,,1 operator mnozenja varijablom z, M (p(z)) =

xp(zx). Jezgra operatora M je skup
ker(M) = {p(z) € P, | xp(x) = 0}. (2.22)

Primitimo daje xp(z) = 0 ako i samo ako je p(x) = 0 pa jezgra od M sadrzi samo
nul-polinom,

ker(M) = {p(z) = 0}. (2.23)
O

Sljedeci rezultat pokazuje da su jezgra i slika operatora vekorski podprostori.

Propozicija 2.3. Neka je T': U — V' linarni operator.
(1) ker(T') je podprostor od U.

(11) Im(T) je podprostor od V.

Dokaz (i) Neka su u,v € ker(T"). Onda je T'(u) = T'(v) = 0 pa imamo
Tu+v)=T(u)+T(v)=0+0=0 (2.24)
Sto implicira da je u 4 v € ker(7T'). Sli¢no, ako je A € F, onda je
T(Au) = AT'(u) = \0=0 (2.25)

sto povlaci Au € ker(T'). Dakle, ker(T) je podprostor od U.
(ii) Neka su vy,v9 € Im(T"). Onda postoje uy,us € U takvi da je T'(u1) = vy i

T (uy) = v; pa imamo

v + vy = T(uy) + T(uz) = T(ug + ug), (2.26)
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stoga je v; + vy € Im(T'). Nadalje, ako je A € F, onda je
sto povlaci Av; € Im(T). Zakljucujemo da je Im(T") podprostor od V. B

Prema definiciji slike, linearni operator 7': U — V je surjekcija ako i samo ako je

Im(7T) =V Sljedeéi teorem nam daje vezu izmedu injektivnosti i jezgre operatora.

Teorem 2.2. Linearni operator T': U — V' je injekcija ako © samo ako je
ker(T) = {0}.

Dokaz Pretpostavimo da je T injekcija. Neka je u € ker(T'). Iz Propozicije 2.1 slijedi
T(u)=0=1T(0) (2.28)

Sto implicira v = 0 jer je T" injekcija.
Pretpostavimo sada da je ker(7") = {0}. Ako je T'(u) = T'(v), onda je

0=T(u)—T(v)=T(u—) (2.29)

sto povlaci u—v € ker(T') = {0} pa zaklju¢ujemo da je u = v. Dakle, T je injekcija. B

Jedno od vaznih svojstava izomorfizama je da bazu domene preslikavaju u bazu ko-
domene. Drugim rije¢ima, ako je T: U — V izomorfizam, bazu od V' mozemo dobiti
tako da odaberemo bazu od U i onda vektore baze preslikamo putem izomorfizma u

prostor V.

Teorem 2.3. Ako je T: U — V izomorfizam vektorskih prostora onda T preslikava
bazu od U u bazu od V.

Dokaz Neka je (uy, ug, . .., u,) baza prostora U. Pokazimo da je (T'(uy), T (u2), ..., T (uy,))
baza prostora V. Potrebno je pokazati da ovaj niz vektora razapinje prostor V i da

je linearno nezavisan.
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(i) Neka je v € V. Operator T je surjekcija pa postoji u € U takav da je T'(u) = v.

Vektor u mozemo prikazati u zadanoj bazi kao
U = iUy + Qg + - - + apu, zaneke ay,qs,...,a, €F. (2.30)

Iz linearnosti operatora 1 slijedi
v="T(u)=T( Zaiui) = Z a; T(u;) (2.31)
i=1 i=1

sto povlaci da vektori T'(uy), T'(uz), ..., T (u,) razapinju prostor V.

(ii) Pretpostavimo da je
O(lT(U1> + O[2T<u2) + -+ OénT(Un> = 0, o1,009,...,0, € F. (232)

Gornju jednakost mozemo zapisati kao
T() oiu) =0 (2.33)
i=1

sto implicira da je Y"1 oy u; € ker(T). Operator T je injekcija pa iz Teorema 2.2

slijedi da je > a;u; = O jer jezgra sadrzi samo null-vektor. Kako su vektori
Uy, Us, . . ., Uy, linearno nezavisni, ovo implicira

0512062:...:@71:0. (234)
Time smo dokazali da su vektori T'(uy),T(usg),...,T(u,) linearno nezavisni. Za-

klju¢ujemo da je niz (T'(u1), T (uz),...,T (u,)) baza prostora V. B

Sljedeci rezultat pokazuje da svi vektorski prostori nad poljem F dimenzije n imaju

istu strukturu jer su svi izomorfni prostoru F™.

Propozicija 2.4. Neka je U vektorski prostor nad poljem F i dim(U) = n. Onda je
U~TF".

Dokaz Neka je (uy,us,...,u,) baza prostora U. Svaki vektor u € U mozemo zapi-

sati kao jedinstvenu linearnu kombinaciju v = > | o;u;. Skalari o; su jedinstveno
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odredeni vektorom u pa mozemo definirati preslikavanje T: U — F" sa
T(Zaiui) = (o1, Q9,...,05). (2.35)
i=1

Pokazimo da je T linearni operator. Neka su uw =Y . oy u; iv=> . B u; vektori

iz U. Onda je

T(U+U) = T(Z(&z ‘l—ﬂl) UZ> = (Oél +51,oz2 +ﬁg, e, Oy —I—Bn) (236)

=1

= (o1, a9,...,00) + (51, B2, ..., ) = T(u) + T'(v). (2.37)

Ako je A € F, onda je

T(A\u) = T(Azn:ozi ul> = T(zn: A uz) = (Aag, Aag, ..., Aay,) (2.38)
= Moy, ;zg, ey Q) = AY:(U) (2.39)

Pokazimo sada da je T bijekcija. Ako je u=> "  o;u; € ker(T'), onda je
T(u) = (aq,e,...,a,) = (0,0,...,0) (2.40)

Sto implicira oy = g = -+ = a,, = 0, odnosno u = 0. Dakle, ker(T") = {0} pa je
T injekcija prema Teoremu 2.2. Preslikavanje T' je ocigledno surjekcija jer za svaki
(a1, Q2,...,a,) € F postoji vektor u = 3" | o, u; takav daje T'(u) = (a1, s, ..., an).

Iz navedenog slijedi je T izomorfizam vektorskih prostora. B

Korolar 2.1. Neka su U i V wektorski prostori na poljem F. Ako je dim(U) =
dim(V'), onda je U >~ V.

Dokaz Neka je dimU = dimV = n. Prema Propoziciji 2.4, postoje izomorfizmi
Ty: U — F*iTy: V — F” pa je prema Propoziciji 2.2 umnozak operatora Ty 'T: U —

V' izmomorfizam vektorskih prostora. W
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Primjer 2.7. Prostor polinoma Py = {ag + a1z + asz? | a; € R, 0 < i < 2} je realni
vektorski prostor dimenzije dim Py = 3. Ako je By = (1, z, 2%) kanonska baza od P,

onda je T': P, — R3 definiran sa
T(CLQ +a1xr + a2x2) = (ao, ai, (12) (241)

standardni izomorfizam ovih prostora. Promjenom baze dobivamo druge izomorfizme
prostora Py i R3. Na primjer, By = (=1 — z, —x,2?) je druga baza od Py. U ovoj

bazi svaki polinom mozemo zapisati kao
ap + a17 + apr® = —ag(—1 — ) + (ap — a1)(—) + axz’. (2.42)
Stoga je preslikavanje S: P, — R? dano sa
S(ap + a1z + axz®) = (—ag, ap — a1, ay) (2.43)

takoder izomorfizam vektorskih prostora. [J

2.3 Teorem o rangu i defektu

Jedan od fundamentalnih teorema linearne algebre povezuje rank i defekt operatora

s dimenzijom domene.

Definicija 2.6. Neka je T': U — V' linearni operator.
(i) Dimenzija slike Im(T) se naziva rang operatora.

(i) Dimenzija jezgre ker(T') se naziva defekt operatora.

Za ilustraciju ove tvrdnje promotrimo projekciju P: R® — R? zadanu sa P(z,y,z) =

(x,y). Slika operatora P je skup svih toc¢aka u ravnini x,y,
Im(P) = {P(z,y,2) | x,y,2 € R} = {(2,y) | 2,y € R} = R”. (2.44)
Stoga je rang operatora jednak dim Im(P) = 2. Jezgra operatora P je dana sa

ker(P) = {(z,y,2) € R* | P(x,y,2) = (0,0)}
= {(z,y,2) € R*| (2,9) = (0,0)} = {(0,0,2) | z € R}. (2.45)
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Jezgra projekcije P je jednodimenzionalni podprostor od R3 pa je defekt operatora
jednak dimker(P) = 1. Primijetimo da su dimenzija domene R3, rang i defekt ope-

ratora vezani relacijom
dim R? = dim ker(P) + dim Im(P). (2.46)

Ovo zapazanje vrijedi opCenito za linearne operatore i naziva se Teorem o rangu i
defektu.

Teorem 2.4 (Teorem o rangu i defektu). Ako je T: U — V' linearni operator, onda
Je
dim U = dim ker(7") 4+ dim Im(T). (2.47)

Dokaz Ako jer ker(T)) = U, onda se svi vektori iz U preslikavaju u 0 € V pa je
Im(7T") = {0}. Tada je dimker(7) = dim(U) i dimIm(7") = 0 pa vrijedi dim(U) =
dimker(T") + dim Im(7T").

Pretpostavimo da je ker(T) pravi podprostor od U. Neka je (up,us,...,u;) baza
jezgre od T. Ovu bazu mozemo nadopuniti vektorima vy, vq,...,v; € U tako da je
niz B = (uy, ..., ux,v1,...,v;) baza od U. Tvrdimo da vektori T'(vy), T (ve), ..., T (v;)
¢ine bazu slike slike operatora T'.

(i) Pokazimo da su vektori T'(vy), T (va), ..., T(v;) linearno nezavisni. Ako je
61 T(Ul) + ﬂg T(UQ) + -+ 6[ T(Uz) = O, (248)

onda zbog linearnosti operatora 7' imamo

l l
T() Bwi) =0 stoimplicira > fv; € ker(T). (2.49)
1=1 i=1

Vektor S°'_ ; v; mozemo napisati u bazi od ker(T)) kao

! k
Zﬁivi:Zaiui za neke oy, ao,...,a, €F (2.50)
i=1

i=1
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odakle dobivamo

l k
i=1 =1

Vektori uq, ..., ug, v, ..., v sulinearno nezavisni pa je a; = 01 3; = 0 za svaki . Sada
iz jednakosti (2.48) slijedi da su vektori T'(vq),T(v2), ..., T (vg) linearno nezavisni.

(ii) Pokazimo da vektori T'(vq),T(v2),...,T(vg) razapinju prostor Im(7T). Ako je
v € Im(T), onda je v = T'(u) za neki vektor u € U. Vektor v mozemo prikazati u

bazi B kao linearnu kombinaciju

k l
=1 i=1

za neke aq, ..., g, B, ..., 0 € F. Sada imamo

v="T(u)="T( Z a;u;) + T Zﬁ ;) = Z B3 T(v;) (2.53)

jer je T'(u;) = 0 za svaki uy,...,u, € U. Zakljuéujemo da vektori T'(vy),...,T(v;)
razapinju prostor Im(7). Sada iz (i) i (ii) slijedi da je (T'(vy), T (v2),...,T(v;)) baza
podprostora Im(7"). Sada je dimker(7) = k i dim Im(7") = [ $to implicira
dim(U) = k + | = dimker(7) + dim Im(7"). (2.54)
[
Primjer 2.8. Odredite rang operatora T: R? — Ps definiran sa T'(a,b) = a + ax +
ar?. Rang operatora mozemo odrediti tako da odredimo jezgru ker(7') i primijenimo
Teorem o rangu i defektu. Ako je
T(a,b) =0, ondaje a+azr+ar®=0 S&toimplicira a = 0. (2.55)
Dakle,
ker(T) = {(a,b) € R?* | T(a,b) = 0} = {(a,b) € R* | a =0} = {(0,b) | b € R}.
(2.56)
Svaki element iz jezgre mozemo napisati kao b (0,1), b € R, pa vektor (0, 1) ¢ini bazu
prostora ker(T). Stoga je dimker(T') = 1. Nadalje, dim R? = 2 pa je prema Teoremu

o rangu i defektu

dim Im(7T) = dimR* — dimker(7T) =2 -1 = 1. (2.57)
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Uocimo neke posljedice Teorema o rangu i defektu.

Propozicija 2.5. Neka su V' @ W wvektorski prostori takvi da je dim'V > dim W.

Onda ne postoji injektioni linearni operator T:V — W.

Drugim rijecima, ako T preslikava prostor vece dimenzije u prostor manje dimenzije,

onda 71" ne moze biti injekcija.
Dokaz Obzirom da je dim Im(7") < dim W, prema Teoremu o rangu i defektu imamo
dimker(7) = dimV — dim Im(7") > dim V' — dim W > 0. (2.58)

Sada iz Teorema 2.2 slijedi da T nije injekcija jer ker(7T") sadrzi vektore v # 0. B

Propozicija 2.6. Neka su V' 1+ W wektorski prostori takvi da je dimV < dim W.

Onda ne postoji surjektivni linearni operator T:V — W.

Ovaj razultat nam kazuje da ako T preslikava prostor manje dimenzije u prostor vece

dimenzije, onda 7" ne moze biti surjekcija.
Dokaz Prema Teoremu o rangu i defektu imamo
dimIm(7") = dim V — dim ker(7) < dimV < dim W (2.59)

sto implicira da T nije injekcija. W

2.4 Dualni prostor

Linearna preslikavanja iz vektorskog prostora u polje skalara imaju posebno vaznu

ulogu u linearnoj algebri.
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Definicija 2.7. Neka je V wektorski prostor nad poljem F. Linearno preslikavanje

¢: V. —F se naziva linearni funkcional.

Primjer 2.9. Preslikavanje ¢: R? — R definirano sam
o(x,y,z) =4x — by + 2z (2.60)
je linearni funkcional na R3.

Primjer 2.10. Odaberimo ¢ = (c¢1,¢3,...,¢,) € F". Preslikavanje p.: F* — F
definirano sa
Oe(T1, T, ... Ty) = 11 + 2Ty + - + Cry, (2.61)

je linearni funkcional na F™.

Primjer 2.11. Odredeni integral I: P, — R,

I(p) = / ple)dz (2.62)

je linearni funkcional na prostoru polinoma P,,.

Definicija 2.8. Dualni prostor vektorskog prostora V', u oznaci V* je vektorski prostor

svih linearnih funkcionala p: V — TF.

Prema ovoj definiciji, dualni prostor je V* = L(V,F). Obzirom da je V* vektorski
prostor, zanima nas kako mozemo konstruirati bazu od V*. Pokazat ¢emo da svakoj

bazi od V mozemo pridruziti tzv. dualnu bazu od V*.

Definicija 2.9. Neka je B = (v, va,...,v,) baza prostora V. Dualna baza od B je

niz linearnih funkcionala (o1, @2, ..., @) takav da je

1, i=y,
pi(v;) = - (2.63)
0, B
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Ovom definicijom su potpuno odredeni elementi dualni baze jer je svaki linearni
funkcional jedinstveno definiran svojim djelovanjem na bazu prostora V. Neka je

(v1,v2,...,v,) baza od V. Onda za svaki vektor v = """ | a;v; € V imamo
pi(v) = @i( D ajvy) = > ajei(vy) = i, (2.64)
j=1 j=1

Dakle, element dualne baze ¢; svakom vektoru v € V pridruzuje njegovu ¢—tu kom-

ponenetu «;.

Pokazimo sada da je termin “dualna baza” opravdan, odnosno da linearni funkcionali

V1, P9, ..., o, doista ¢ine bazu prostora V*.

Teorem 2.5. Linearni funkcionali iz Definicije 2.9 ¢ine baz dualnog prostora V*.

Dokaz Neka je B = (vq, vy, ..., v,) baza prostora V' i neka je (@1, @2, ..., ¢,) dualna

baza od B. Pokazimo da su funkcionali ¢, ¢, ..., ¢, linearno nezavisni. Neka je
a1p1 + asps + - + app, = 0. (2.65)
Ako funkcional > | a; ¢; evaluiramo na vektoru v;, onda iz (2.65) dobivamo
0 = a191(vj) + aspa(vj) + - - - + anpn(v) = a; (2.66)

za svaki 1 < 5 < n. Dakle, ¢1,99,...,9, su linearno nezavisni. Neka je sada

¢: V — F linearni funkcional. Onda za svaki v = )" a;v; € V imamo

n

p(v) = ZCLMO(U@)' (2.67)

=1

Prema jednakosti (2.64) imamo a; = ¢;(v) pa iz (2.67) slijedi

o(v) = ng(vi) oi(v) YveV. (2.68)

Ovo implicira da je

o= v e (2.69)
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pa svaki linearni funkcional ¢ mozemo napisati kao linearnu kombinaciju funkcionala
©1, P2, ..., pn. Dakle, funkcionali o1, s, ..., p, razapinju dualni prostor V*. Time
smo pokazali da je (1, ¢9,...,¢,) baza od V*. B

Primjer 2.12. Neka je /: P; — R linearni funkcional definiran sa I(p) = fol p(z)dz.
Standarna baza prostora P je B = (1,z,2% 2%). Ako elemente baze ozna¢imo sa

v, =21 k =1,2,3,4, onda je dualna baza dana sa

- 1, i=Fk
pi(ve) = pia") = (2.70)
0, i#k

Prema Teoremu 2.5, funkcional I mozemo napisati u dualnoj bazi kao

I'=1(v1) o1+ 1(v2) 2 + I(v3) 3 + I(v4) @4 (2.71)
gdje je
! 1
I(vg) = / " dr = — (2.72)
0 k
Dakle,
T= o1t oot syt 1 (2.73)
= ©1 2902 3903 4904- .

Lako se provjeri da za svaki polinom p(z) = ag + ayx + axx?® + azz® vrijedi

1

| p@)te = 1) + 302(0) + Geal) + 3ol (2.74)



Poglavlje 3
Matrice

U ovom poglavalju uvodimo pojam matrice koju mozemo pridruziti linearnom ope-
ratoru T: U — V. Matrice predstavljaju efikasno sredstvo pomocu kojeg mozemo
racunati djelovanje operatora T na vektore iz prostora U. Neka su By = (uqy, ug, . .., uy,)
i By = (v1,v,...,0,) baze prostora U i V', redom. Vektor T'(u;) mozemo napisati

kao linearnu kombinaciju vektora iz By,
T(ug) = a1 vy + ok V2 + -+ + + Ak Uy (3.1)
za neke skalare a;; € F. Svaki vektor v € U se moze napisati kao linearna kombinacija
U= ciuy + Coug + -+ + cpuy, (3.2)

pa je djelovanje operatora 1" na vektor u dano sa

n n

T(u) = Z cp T (ug) = Z C @k U (3.3)

k=1 j=1 k=1

Slijedi da je djelovanje operatora 7' potpuno odredeno skalarima a;,, 1 < j < m,

1 < k < n. Ove skalare mozemo zapisati u pravokutnu tablicu

ai a12 e QA1n
21 929 ... QA9pn

A= 7 T (3.4)
m1 Am2 ... (Gmp

43
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Definicija 3.1. Matrica A reda (m,n) je pravokutna tablica skalara sa m redaka i n
stupaca. Element matrice A u i—tom retku i j—tom stupcu oznacavamo sa A;;. Ako
matrica A ima jednaki broj redaka i stupaca, m = n, onda kaZemo da je A kvadratna

matrica reda .

Matricu A krace zapisujemo kao A = [A;;] ako je red matrice iz konteksta jasan.

Matrice su vazno sredstvo pomocu kojega mozemo zapisati zadani operator T: U — V'
u paru odabranih baza By i By. Matricu prdruzenu operatoru 1" ¢esto oznacavamo sa
M(T). Primijetimo da se u k—tom stupcu matrice M(7T') nalaze komponente vektora

T'(uy). Stoga matricu M(7') mozemo simbolicki zapisati kao

M(T) = [T(uy) T(ug) ... T(up)] (3.5)
gdje T'(ux) oznacava stupac u kojemu su poslozeni koeficijenti aqx, asg, - . . , Gk
Primjer 3.1. Odredimo matri¢ni prikaz operatora deriviranja D: P3 — Py u paru

standarnih baza By = (1,z, 22, 2%) i By = (1, z, 2%) prostora polinoma Pz i Ps.

Potrebno je odrediti kako operator deriviranja djeluje na svaki vektor baze B; i re-

zultat napisati kao linarnu kombinaciju vektora iz Bs:

D(1)=0=0-1+0-2+0-2% (3.6)
D(z)=1=1-1+0-2+0-2% (3.7)
D(*)=22=0-14+2-2+40- 2% (3.8)
D(x*)=32"=0-14+0-2+3- 2% (3.9)

Matricu operatora D u paru baza (Bi, Bs) dobijemo tako da koeficijente linearnih

kombinacija (3.6)—(3.9) poslozimo u retke matrice redom,

0 0

2 0. (3.10)
0 3

Matrica M(D) je reda (3,4). Broj redaka odgovara dimenziji kodomene Py, a broj

stupaca dimenziji domene Ps. [
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Prikaz operatora pomoc¢u matrica je narocito pogodan za racunanje s operatorima
na kompjuteru. Vidjet ¢emo da se mnoga vazna svojstva operatora mogu odrediti

upravo iz njegovog matricnog prikaza.

Navedimo neke osnovne pojmove o matricama.
(1) Kazemo da je A realna matrica ako je A;; € R za sve elemente A;;.
(2) Kazemo da je A kompleksna matrica ako je A;; € C za sve elemente A;;.

(3) Retcana matrica je matrica koja ima jedan redak,

A= [AH A12 e Alm] (311)

(4) Stupcana matrica je matrica koja ima jedan stupac,

M = . (3.12)

Definicija 3.2. KaZemo da su matrice A = [A;;] i B = [B;;] jednake i pisemo A = B

ako su A i B istog reda i ako je A;j = B;; za sve indekse i, 7.

3.1 Algebarske operacije s matricama

Na skupu matrica mozemo definirati zbrajanje matrica i mnozenje matrica skalarima

tako da skup matrica tvori vektorski prostor.

Definicija 3.3. Skup svih matrica reda (n,m) nad poljem F oznacavamo sa My, (F).

Skup svih kvadratnih matrica reda n nad poljem F oznacavamo sa M, (F).
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Ako su A i B matrica istog reda, onda zbrajanje matrica definiramo na sljede¢i naé¢in.

Definicija 3.4. Neka su A = [A;;] i B = [B;;| matrice reda (n, m) na poljem F. Zbroj

matrica A i B je matrica

A+ By A+ DB ... Ain+ Bin
A4 B A21ﬂ'LB21 Agy + Byy ... AQm‘f’BQm (3.13)
Anl aF Bnl An2 = Bn2 C Anm aF Bnm
Zbroj matrica krac¢e zapisujemo kao
[Ai] + [Bij] = [Aij + Bijl. (3.14)

Primijetimo da je prema ovoj definiciji, element matrice A + B na mjestu (i, j) dan

Sa
(A+ B)ij = A + Byj. (3.15)

[235]+[1 0 1]:[33 6] (3.16)
31 2] |2 4 —4 15 —2

Definicija 3.5. Nul-matrica, u oznaci 0, je matrica ¢ji su svi elementi jednaki nula.

Primjer 3.2.

Za nul-matricu oc¢igledno vrijedi
A+0=0+A=A (3.17)

ako su matrice A i 0 istoga reda.

Sljedeca vazna algebarska operacija je umnozak matrice i skalara koja je definirana

na sljede¢i nacin.
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Definicija 3.6. Neka je A € M,,,(F) i neka je A € F. Umnozak matrice A i skalara

A je matrica

M M o0 M,
Al )\/.121 Aoy ... )\A.gm (3.18)
)\Anl Mo ... )\A.nm
Prema ovoj definiciji, element matrice AA na mjestu (i, 7) je dan sa
(AA);; = AA;;. (3.19)
Primjer 3.3.
ST -
O

Osnovna svojstva zbrajanja matrica i mnozenja matrica skalarima su dana sljede¢om

propozicijom ¢ija provjera se prepusta Citatelju.

Propozicija 3.1. Zbrajanje matrica © mnozZenje matrica skalarima ima sljedeca svoj-

stva:

(i) A+ B=B+ A,

(i) (A+B)+C = A+ (B+0),
(i) a(BA) = (afB)A,

(iv) (a+ B)A =aA+ BA,

(v) a(A+ B) = aA +aB

za sve a, B €F i A, B € My, (F).
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Lako se pokaze da skup matrica M,,,(FF) sa ovako definiranim operacijama zbrajanja
matrica i mnozenja matrica skalarima zadovoljava svojstva vektorskog prostora. Nul—
vektor u prostoru M,,,(F) je nul-matrica 0 € M,,,(F), dok je suprotni vektor dan

Stoga vrijedi

Teorem 3.1. Skup M,,,,(F) je vektorski prostor nad poljem F s binarnim operacijama

zbrajanja matrica © mnozZenja matrica skalarima.

Prirodno se postavlja pitanje kolika je dimenzija prostora M, (F). Radi jednos-
tavnosti promotrimo prostor kvadratnih matrica Ms(F). Uocimo da svaku matricu

A € M,y(F) mozemo napisati kao linearnu kombinaciju

A App 10 0 1 00 00
A= =A + A + A + A . 3.22
A21 A22 11 O 0 12 0 0 21 1 O 22 O 1] ( )
Dakle, matrice
10 0 1 00 00
B = , FEip= , FEy = , FEoy = 3.23
"o o] 2 lo o] 2 [1 0] > lo 1] (3:23)

razapinju prostor M(F). Ove matrice su o¢igledno linearno nezavisne. Ako je

o By + aobhg + sy + agFay = 0, (3.24)

0 0
@z (3.25)
3 Oy 0 0
Sto implicira oy = ag = a3 = oy = 0. Zakljucujemo da matrice F;;, 1 < 1,5 < 2 ¢ine

bazu prostora Ms(F) pa je dim My(F) = 4. Slicno, svaku matricu A = [A4;;] € My (F)

mozemo napisati kao jedinstvenu linearnu kombinaciju

onda je

m

A= i > Ay E; (3.26)

i=1 j=1
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gdje je Ej;; matrica koja u i-tom retku i j-tom stupcu ima jedinicu, a na ostalim
mjestima nule. Stoga matrice F;;, 1 < i < n, 1 < j < m, tvore bazu prostora
M, (F) pa je

dim M, (F) = nm. (3.27)

Sljedeca algebarska operacija koju mozemo definirati je umnozak matrica. Vodeni
analogijom sa zbrajanjem matrica, mnozenje matrica bi naivno mogli definirati tako
da mnozimo elemente matrica na odgovaraju¢im mjestima. Pokazuje se, medutim, da
ova definicija umnoska nije korisna, ve¢ mnozenje matrica treba definirati na slozeniji

nacin. Da bismo definirali matricno mnozenje, uvodimo pojam ulanc¢anih matrica.

Definicija 3.7. KazZemo da je par matrica (A, B) ulanc¢an ako A ima onoliko stupaca

koliko B ima redaka.

Na primjer, ako je A matrica reda (n, m) i B matrica reda (m, p), onda je par matrica
(A, B) ulan¢an jer A ima m stupaca i B ima m redaka. Za ulan¢ane matrice mnozenje

je definirano na sljede¢i nacin.

Definicija 3.8. Neka je (A, B) par ulancanih matrica gdje je A = [A;;] matrica reda
(n,m) i B = [B;;] matrica reda (m,p). UmnoZak matrica AB je matrica C = [C}]

reda (n,p) gdje je

Cij:ZAikBkja 1<i<n, 1<j<p (3.28)
k=1

Element C;; se dobije kao umnozak i-tog retka matrice A i j—tog stupca matrice B pa

je iz ove definicije jasno da je umnozak AB definiran samo ako je par (A, B) ulancan.

Primjer 3.4. Neka su

5 7

S
I
0 N

0 13
6| i B:[ ] (3.29)
2



POGLAVLJE 3. MATRICE 20

Onda je
2 0 1 3 2-1+0-5 2-340-7 2 6
AB= 14 6 -[5 7]2 4-146-5 4-34+6-7| = [34 54 (3.30)
8 8-1+2-5 8:3+2-7 18 38
O

Uoé¢imo na ovom primjeru da se prvi stupac umnoska AB moze dobiti kao umnozak

matrica A i prvog stupca matrice B,

2 0 2:1+0-5 2
46 = [4-14+6-5| = [34] . (3.31)
8 2 8-1+2-5 18

Slicno, drugi stupac umnoska AB je jednak umnosku matrice A i drugog stupca

matrice B,
2 0 2:-3+0-7 6
4 6 []— 4-446-7| = [H4] . (3.32)
8 2 8-3+2-7 38

Ovo zapazanje vrijedi opéenito. Neka su A i B ulancane matrice i neka je B =
[By By ... By,] gdje B; oznacava i—ti stupac matrice B. Onda se umnozak AB moze

racunati kao
AB = [ABy AB, ... AB,,]. (3.33)

Naglasimo da mnozenje matrica nije komutativno. Drugim rije¢ima, AB nije nuzno

jednako BA cak i ako su oba umnoska definirana. Na primjer, ako su

Azlo 1] ne | 0] (3:30)
00

01
Oy A= 'Y o uByBA (3.35)
0 0 0 0

onda je

AB =
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Definicija 3.9. Jedinicna matrica I reda n je kvadratna matrica reda n oblika

0 0
01 ... 0
I=1| - (3.36)
0 0 1
Za svaku matricu A vrijedi
A=A, TA=A (3.37)

kada je umnozak definiran. Dakle, jedinicna matrica [ je analogna broju 1 u skupu

R ili C. Sli¢no, za nul-matricu imamo
A0=0, 0A=0 (3.38)

pa je nul-matrica analogna broju 0 u skupu R ili C. Iako mnozenje matrica nije ko-
mutativno, ono ima svojstva asocijativnosti i distibutivnosti koja vrijede u skupovima

RiC.

Propozicija 3.2. MnoZenje matrica ima sljedeca svojstva:

(i) asocijativnost

(AB)C = A(BC), (3.39)
(ii) homogenost
(AM)B = A(AB) = A(\B), A€F (3.40)
(111) distributivnost
A(B+C)=AB+ AC, (3.41)
(A+ B)C = AC + BC (3.42)

kada su navedene operacije definirane.
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Dokaz (i) Neka su A, B i C matrice reda (m,n), (n,p) i (p,q) redom. Matrica
AB je reda (m,p), a matrica BC' je reda (n,q) pa su matrice (AB)C i A(BC) obje
reda (m, q). Pokazimo da su elementi ovih matrica (AB)C i A(BC') na mjestu (i, 7)

jednaki. Imamo

p p n P n
(AB)C),, = Y (AB)i Ciy = Y (Z AilBlk>ij =33 AuBuCiy. (343)
k=1 k=1 =1 k=1 I=1
S druge strane,
n n p

(A(BC)),, = > Aa(BO), Z Zl(ZBlk ij> - AaBuCry.  (3.44)

=1 = =1 k=1

Usporedbom (3.43) i (3.44) zaklju¢ujemo da je

((AB)C).. =

)

(A(BC)),, = (AB)C = A(BC). (3.45)

(ii) Neka su A i B matrice reda (m,n) i (n,p) redom i neka je A € F. Onda imamo

((\A)B),; im )ik Brj = Z)\AkBk] AZAkBk]_)\(AB) = (M4B)),,

k=1
(3.46)
Dakle, (AA)B = A\(AB). Sli¢no se pokazuje da je A(AB) = A\(AB).

(iii) Neka je A matrica reda (p,n) i neka su B i C' matrice reda (n,m). Onda je

(A(B+C)) Z Ay (B + C); Z Ai(Brj + Cij) = 3 AaBij + > AuCly
k=1 k=1

k=1 k=1

= (AB);; + (AC);; = (AB + AC),;. (3.47)

Zakljku¢ujuemo da je A(B+C') = AB+AC. Sli¢cno se pokazuje da vrijedi (A+B)C =
AC+BC. 1

Dijagonalu kvadratne matrice A € M, (F) ¢ine svi elementi A;, 1 < i < n. U
spektralnoj teoriji matrica kojom ¢emo se baviti u kasnijim poglavljima, posebno su

interesantne matrice koje izvan dijagonale imaju nule.
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Definicija 3.10. Dijagonalna matrica je kvadratna matrica koja izvan glavne dija-

gonale ima nule.

Dijagonalna matrica ima oblik

A O ... 0
0 A ... 0

D=1 . (3.48)
0 0 ... A\

Mnozenje dijagonalnim matricama je vrlo jednostavno. Lako se provjeri da vrijede

sljedeca pravila.

(1) Mnozenje matrice A dijagonalnom matricom slijeva skalira retke matrice A. Na

A1 0
0 A

(2) Mnozenje matrice A dijagonalnom matricom zdesna skalira stupce matrica A. Na

primjer,
A A A
Ag1 Azp Ags

>\1A11 /\1A12 )\1A13
)\21421 >\2A22 )\2A23

. (3.49)

primjer,
A 0 0
A A A 01 v 0l = MAL XA AsAgs (3.50)
2 — . .
A Agy A AMAx XAz A3Ass
0 0 X
(3) Umnozak dijagonalnih matrica je dijagonalna matrica,
(0%} 0 0 51 0o ... 0 (1/161 0 0
0 ay ... O 0 ... 0 0 «
S B R P I (3.51)
0 0 ... an] O 0 ... B, 0 0 ... anb,

Definicija 3.11. Neka je A = [A;;] matrica reda (n, m) nad poljem F. Transponirana

matrica AT je matrica reda (m,n) ¢éiji elementi su jednaki

(AT)y = Aji, 1<i<m, 1<j<m. (3.52)
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Transponirana matrica A7 se dobije zamjenom stupaca i redaka matrice A, odnosno

tako da se stupci matrice A posloze u retke matrice A7, redom. Na primjer, ako je

24 0] | (3.53)

2 3
A= 14 1|, ondaje AT =
3 1 2
0 2

Propozicija 3.3. Neka su A i B matrice na poljem F. Tada vrijedi
(1) (AN =4,

(2) (A+ B)T = AT + BT,

(3) MNA)T = AT, X€eT,

(4) (AB)" = B'A".

kada su navedene operacije definirane.

Dokaz Svojstva (1)—(3) slijede izravno iz definicije transponirane matrice. Dokazimo
svojstvo (4). Neka je A = [A;;] matrica reda (n,m) i neka je B = [B;;] matrica reda

(m, p). Matrica (AB)” na mjestu (i, j) ima element (AB);; $to povlaci
((AB)"),, = (AB);i = > AjuBu:. (3.54)
k=1

S druge strane, umnozak matrica BT AT na mjestu (,j) ima element

m

(B"AT)yy =Y (BT (A" Z By Ajy, = Z AjByi. (3.55)

k=1

Usporedbom jednakosti (3.54) i (3.55) zakljuéujemo
(AB)" ). = (BTA™), (3.56)

pa slijedi da je (AB)T = BTAT. &
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Definicija 3.12. Neka je A = [A;;] matrica nad poljem kompleksnih brojeva C.
(i) Kompleksno konjugirana matrica matrice A je definirana sa A = [A;].

(ii) Hermitski adjungirana matrica matrice A je definirana sa A* = (A)T.

Primijetimno da je
A= (AT = AT (3.57)
jer transpozicija i kompleksna konjugacija komutiraju.

Primjer 3.5. Hermitski adjungirana matrica matrice

2 34di T
A= R (3.58)
1—6: 5 &1

je dana sa
2 14 61
A= [3—4i 5 : (3.59)
7 —8i
O

U posebnom sluéaju, ako je A realna matrica, onda je A* = AT. Svojstva hermit-
ski adjungirane matrice su sli¢na svojstvima transponirane matrice. Dokaz sljedece

propozicije koja se lako pokaze ostavljamo citatelju.

Propozicija 3.4. Neka su A @ B matrice na poljem kompleksnih brojeva C. Tada

vrijedi

(1) (A7) = A,

(2) (A+ B)* = A* + B,
(3) (A\A)* =A%, AeC,
(4) (AB)* = B*A".

kada su navedene operacije definirane.
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3.2 Kvadratne matrice

Za kvadratne matrice mozemo definirati pojam simetri¢ne i antisimetricne matrice,

odnosno hermitske i antihermitske matrice, te definirati trag matrice.

Definicija 3.13. KaZemo da je kvadratna matrica A € M, (F)
(1) simetricna ako je AT = A,

(2) antisimetricna ako je AT = —A.

Istaknimo da simetri¢na, odnosno antisimetri¢na matrica, moze biti realna ili kom-

pleksna matrica. Za simetricnu matricu A vrijedi
A=Ay = Ay=A (3.60)

Na primjer, matrica
0 3 5+
A= 3 2t —6 (3.61)
542 —6 7
je simetricna jer zamjenom redaka i stupaca dobijemo istu matricu. Sli¢no, za anti-

simetri¢nu matricu vrijedi

Ay=—(AT); = Ay=-A4A; (3.62)

Posebno, ova jednakost implicira A;; = —A;; pa su dijagonalni elementi jednaki nula.
Na primjer, lako se provjeri da je matrica

0 -3 5+2
B=| 3 0 -6 (3.63)
—5-2 6 0

antisimetriéna.

Interesantno je da se svaka kvadratna matrica A € M, (F) moze rastaviti na zbroj

simetri¢ne 1 antisimetriécne matrice na nacin

A= %(A + A7) + %(A _ A7), (3.64)
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Doista, matrica 2(A + AT) je simetricna jer je

(%(A + AT)>T _ %(AT A7) = %(A 4 AT). (3.65)
dok je matrica A — AT antisimetri¢na jer imamo

(%(A _ AT))T _ %(AT (A7) = —%(A ATy, (3.66)

Za kvadratne matrice nad poljem kompleksnih brojeva mozemo definirati hermitke
i antihermitske matrice kao generalizaciju simetricne i antisimetricne matrice nad

poljem realnih brojeva.

Definicija 3.14. Kazemo da je kvadratna matrica A € M, (C)
(i) hermitska ako je A* = A,

(i1) antihermitska ako je A* = —A.

Za hermitske matrice vrijedi A;; = A;;. Ovo implicira da je A; = Ay; pa su dijagonalni
elementi realni brojevi. Dakle, hermitska matrica na dijagonali ima realne elemente.
Ako je A antihermitska matrica, onda Aj; = —A;;. Posebno, za dijagonalne elemente
imamo A;; = —A;; §to implicira da je A;; + A;; = 0 pa su elementi na dijagonali ¢isto

imaginari brojevi ili nula. Odavde zaklju¢ujemo da vrijedi
A=—-A = Au =V —1ai, a; € R. (368)

Sliéno kao u rastavu (3.64), svaku kvadratnu kompleksnu matricu A mozemo napisati

kao zbroj hermitske i antihermitske matrice

1 1
A= 5(A+A*)+§(A—A*) (3.69)
gdje je 3(A + A*) hermitska, a (A — A*) antihermitska matrica.

Primjer 3.6. Rastavite matricu

2 3+4

3.70
o —2 ( )
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na zbroj hermitske i antihermitkse matrice. Imamo

(o0 3+4il [ 2 —si] [ 4 3—i
A+ A = T I ‘ " (3.71)
573 -2 3—41 -2 34+1 —4
(o0 3+4i] [ 2 =5 [ 0 349
Ao Ar= |2 25 R R (3.72)
5 -2 3_4i -9 349 0
Sada je
9 34+4i] 1[4 3-=i] 1[ o 349
B I ] oo (3.73)
5 =2 2134+: —4 2 |1-34+9; 0

Provjerite da je matrica A + A* hermitska, i da je A — A* antihermitska. [J

Svakoj kvadratnoj matrici mozemo pridruziti trag matrice kao zbroj njezinih eleme-

nata na dijagonali.

Definicija 3.15. Neka je A = [A;;] € M, (F) kvadratna matrica. Trag matrice A je

suma njezinih elemenata na dijagonal,

Tr(A) =) A (3.74)

Sljedeci rezulat pokazuje da je preslikavanje Tr: M, (F) — F, A — Tr(A) linearni
funkcional na prostoru kvadratnih matrica M, (IF).

Propozicija 3.5. Neka su A, B € M, (F) i neka je A € F. Tada vrijedi
(i) Tr(A+ B) =Tr(A)+Tr(B),

(ii) Tr(\A) = ATr(A).

Dokaz Ova svojstva proizlaze izravno iz definicije traga. Imamo da je

n n

Tr(A+B) =) (A+B)y=» (As+Bs)= i Ay + i Bii = Tr(A) + Tr(B)
=1 =1 i=1 i=1 (3.75)
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n

Tr(A) = (A); = i My =\ i Ay = \Tr(A). (3.76)

i=1

Kada racunamo trag umnoska matrica, trag se ne mijenja ako se promijeni poredak

matrica.

Propozicija 3.6. Neka su A, B € M, (F). Onda je

Tr(AB) =Tr(BA). (3.77)

Dokaz Elementi na dijagonali matrica AB i BA su dani sa

(AB)i; = Z A Bri, (BA)iy = Z Bix, A (3.78)
k=1 k=1
Stoga je
Tr(AB) = Z(AB)M = Ajy, By (3.79)

S druge strane,

n n n n

=1 i=1 k=1 k=1 i=1 i=1 k=1

Usporedbom jednakosti (3.79) i (3.80) zakljuc¢ujemo Tr(AB) =Tr(BA). R

Iz asocijativnosti mnozenja i primjenom pravila (3.77) lako se pokaze da trag zado-

voljava
Tr(ABC)=Tr(BCA) =Tr(CAB). (3.81)

Dakle, trag se ne mijenja ako se matrice A, B i C' ciklicki permutiraju u umnosku.
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3.3 Rang matrice

Svakoj matrici mozemo pridruziti nenegativni broj, tzv. rang matrice, koji ima vaznu

ulog u primjeni matrica na rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi. Neka je

An A oo A
Aoy Age ... Aoy
A=|"077 ; (3.82)
Anl An2 SR Anm
matrica na poljem F. Stupce matrice A
Ay
Ay
Si=1 |, 1<i<m, (3.83)
Ani

mozemo promatrati kao vektore u prostoru stupc¢anih matrica M, (F). Zbrajanje

stupaca i mnozenje stupaca skalarima je definirano na uobic¢ajeni nac¢in sa

Ah’ + Alj )\Ah
Ag; + Ay AAy;

Si+Sj: ? . & , P = _2 , Ael. (384)
Ani + Anj /\Am

Definicija 3.16. Rang po stupcima matrice A, u oznaci rs(A), je maksimalni broj

linarno nezavisnih stupaca matrice A.

Neka je
U = span{Si, Sa,...,Sm} (3.85)

prostor razapet stupcima Sy, Ss, ..., S;,. Maksimalni broj linearno nezavisnih stupaca

daje dimenziju prostora U pa je

rs(A) =dimU < m. (3.86)
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Na slican nacin, retke matrice A,
Ri=[Ain A ... Am], 1<i<n, (3.87)

mozemo promatrati kao vektore u prostoru redaka M, (F) gdje je zbrajanje redaka i

mnozenja redaka skalarima dano sa

Definicija 3.17. Rang po retcima matrice A, u oznaci rgr(A), je maksimalni broj

linearno nezavisnih redaka matrice A.

Neka je
V =span{Ry, Rs,...,R,} (3.89)

prostor razapet retcima matrice A. Onda je
rr(A) =dimV <n. (3.90)

Primjer 3.7. Odredite rang po stupcima matrice

2 41
A= [3 ) 1]. (3.91)

5= H 5= H 5= H | 5
3 6 1

Primijetimo da je Sy = 257 pa su jedini moguéi linearno nezavisni stupci {S7, S3} i

Stupci matrice A su

{Ss, S3}. Pokazimo da je skup {5, S3} linearno nezavisan.

2a 1] 0
aS +34S3=0 = + = 3.93
L5 3o | H (3.93)
sto implicira da « i § zadovoljavaju sustav jednadzbi
20+ =0, 3a+p=0. (3.94)

Oduzimanjem prve jednadzbe od druge dobivamo a = 0 sto odmah implicira 3 = 0.
Dakle, ovaj sustav ima jedinstveno rjesenje o = 3 = 0 pa su stupci S; i S5 linearno

nezavisni. Odavde slijedi da je rg(A4) = 2. O
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Primjer 3.8. Odredite rang po retcima matrice

2 4 6
B = [3 ) 9]. (3.95)

Retci matrice B su

Ri=[246], Ry=[3609 (3.96)

Ispitajmo jesu li Ry i Ry linearno nezavisni.
aRi+ PRy, =0 = [2a+308 4a+68 6a+98]=1[0 0 0] (3.97)
Sto implicira da su « i § zadovoljavaju sustav jednadzbi
20438 =0, 4a+68=0, 6a+938=0. (3.98)

Primijetimo da su prva i druga jednadzba ekvivalentne jer prvu jednadzbu dobijemo

iz druge dijeljenjem s 2. Dakle, sustav se svodi na dvije jednadzbe
20+ 38=0, 6a+98=0. (3.99)

Medutim, ove dvije jednadzbe su takoder ekvivalentne jer se prva jednadzba dobije
dijeljenjem druge s 3. Odavde slijedi da se sustav svodi samo na jednu jednadzbu
2a+ 30 = 0. Ova jednadzba ima beskonacno mnogo rjesenja jer za svaki § € R
imamo o = —%ﬁ. Na primjer, ako odaberemo 3 = 1, onda je o = —% pa jednadzba
(3.97) povlaci

—%Rl + R, =0. (3.100)

Zakjucujemo da je skup { Ry, Ry} je linearno zavisan $to implicira rg(B) = 1. O

Sljedeci vazan rezultat o rangu matrice navodimo bez dokaza.

Teorem 3.2. Za svaku matricu A € My, (F) je rang po stupcima jedank je rangu po

retcima matrice A.

Obzirom da ne treba razlikovati rang po stupcima i rang po retcima, mozemo definirati

rang matrice kao bilo koji od ova dva broja.
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Definicija 3.18. Rang matrice A, u oznaci r(A), je rang po stupcima ili rang po

retcima matrice A. Rang nul-matrice jednak je nula.

Iz teorema 3.2 odmabh slijedi da je
r(A) = r(A") (3.101)

jer su u transponiranoj matrici zamijenjeni stupci i retci matrice A. Za neke tipove

matrica, kao Sto su trokutaste ili dijagonalne matrice, rang se moze vrlo lako odrediti.

Definicija 3.19. Neka je A € M, (F) kvadratna matrica. Kazemo da je

(i) A gornje trokutaska matrica ako su njezini elementi ispod dijagonale jednaki

nula,

(i1) dongje trokutasta matrica ako su njezini elementi iznad dijagonale jednaki nula.

Primjer 3.9. Odredite rang gornje trokutaske matrice

(A Ay Ags]
A — 0 A22 A23 (3102)
0 0 As

gdje je Ay #0, 1 =1,2,3. Linearna kombinacija stupaca matrice

All A12 A13 0
a 0 +b AQQ +c A23 = |0 (3103)
0 0 Ass 0

implicira da koeficijenti a, b i ¢ zadovoljavaju jednadzbe
CLAH + bAlg + CA13 = O, bAQQ + CA23 = 0, CA33 =0. (3104)

Obzirom da je Ass # 0, zadnja jednadzba implicira ¢ = 0. Sada iz prethodne jed-
nadzbe imamo bAs; = 0 Sto povlaci b = 0 jer je Ayy # 0. Konacno, prva jednadzba
daje Aj;a = 0 sto implicira a = 0 jer je A;; # 0. Zakljucujemo da stupci matrice A

¢ine linearno nezavisan skup pa je r(A4) = 3. O
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Opcenito, ako je A gornje trokutasta matrica reda n takva da je A; # 0, 1 =
1,2,...,n, onda je r(A) = n. Lako se vidi da ako matrica A ima na dijagonali
ima k elemenata koji su razliciti od nule,, onda je r(A) = k. Analogni zakljucak
vrijedi za donje trokutastu matricu. Oc¢igledno, rang dijagonalne matrice je jednak

broju njezinih elemenata na dijagonali koji su razli¢iti od nule.

3.4 Elementarne transformacija na matricama

Rang matrice se moze na efikasniji nacin odrediti pomoc¢u elementarnih transforma-
cija na matricama. Ideja ovog postupka je da se uvedu transformacije na matricama
koje ne mijenjaju rang matrice te da se pomocu tih transformacija zadana matrica
svede na oblik ¢iji se rang lako odredi. Racunanje ranga matrice je posebno vazno u
rjeSsavanju sustava linearnih jednadzbi kao i u odredivanju ranga linearnog operatora

kojemu je pridruzena matrica operatora.

Elementarne transformacija na matricama dijelimo na
(1) Zamjena dvaju stupaca (redaka).
(2) Mnozenje stupca (retka) skalarom A # 0.

(3) Pribrajanje jednog stupca (retka) drugom stupcu (retku).

Definicija 3.20. KaZemo da su matrice A i B ekvivalentne 1 pisemo A ~ B ako se

B moze dobiti konacnim brojem elemenarnih transformacija na matrici A.

Teorem 3.3. Ako je matrica B dobivena konacim brojem elenetarnih transformacija

na matrici A, onda A i B imaju isti rang.

Dokaz Dovoljno je pokazati da niti jedna elementarna transformacija ne mijenja
rang matrice. Neka su Sy, Ss,..., S, stupci matrice A € M,,,,(F). Neka je U =
span{ S, S, ..., Sy} prostor razapet stupacima matrice A. Onda je r(A) = dim U.
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Elementarna transformacija (1) o¢igledno ne mijenja rang matrice A jer zamjenom
dva stupca A; < A; dobivamo isti skup stupaca koji razapinju prostor U. Ako stupac
S; pomnozimo skalarom A # 0, onda stupci Sy,S5,...,5, 1 51,5, ...,AS;, ..., Sn

razapinju isti prostor pa transformacija (2) ne mijenja rang matrice.

Pokazimo sada da transformacija (3) ne mijenja rang matrice. Pretpostavimo da je
matrica B dobivena iz matrice A tako da je stupac S; pridodan stupcu S;. Neka je
V = span{Sy,..., 51,5 + 5, Si+1,...,9n}. Onda je r(B) = dim V. Tvrdimo da

je U =V. Ako je u € U, onda je u linearna kombinacija stupaca
u= oS+ aSy + -+ + ;S (3.105)
za neke aq, g, ..., a,, € F. Vektor u mozemo zapisati kao
u=o S+ Fai 181+ (Si+S))+ i1 S+ -+ (j—a;) S+ 4@, Sy, (3.106)

gdje smo u linearnoj kombinaciji (3.106) dodali i oduzeli vektor «;S;. Dakle, u € V/
sto implicira U C V. Neka je sada v € V. Onda je v dan sa

v= 05+ + Bic1Sic1 + Bi(Si + 55) + Big1Siq1 + - + BnSm (3.107)
za neke [y, Ba, ..., Bm € F. Linearnu kombinaciju (3.107) mozemo zapisati kao

Sto povlaci v € U pa je V C U. Zakljucujemo da je U = V pa je dimU = dim V'
sto implicira 7(A) = r(B). Na isti na¢in se pokazuje da se rang ne mijenja ako se
elementarne transformacije provode na retcima matrice A. Iz navedenog slijedi da ako
je matrica B dobivena konacnim brojem elemenatarnih transformacija na stupcima
(retcima) matrice A, onda je r(B) =r(A). B

Korolar 3.1. Fkvivalentne matrice imaju isti rang.

Kako smo naveli u uvodu, zadanu matricu mozemo elementarnim transformacijama
prevesti na tzv. kanonski oblik ¢iji rang lako mozemo odrediti. Pri tome, polazna

matrica i dobiveni kanonski oblik imaju isti rang.
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Definicija 3.21. Kazemo da je D, € M,,,(F) kanonska matrica ranga r > 0 ako D,

ima oblik _ _
0
10 0 ... 0
D), — :
000 1 0
000 ...0 0

Ako je r > 0, onda matricu D, simbolicki zapisujemo kao blok-matricu

I, 0
D, = [o 0] (3.109)

gdje je I, jedinicna matrica reda r. Ako je r = 0, onda je Dy nul-matrica. Matrica
D, ima r linearno nezavisnih stupaca (i redaka) u kojima se nalaze jedinice pa je rang
matrice jednak r. Koriste¢i elementarne transformacije na matricama, svaku matricu

mozemo svesti na kanonski oblik D,.

Teorem 3.4. Svaka matrica je ekvivalentna kanonskoj matrici D, istog reda za neki
r > 0.

Dokaz Ako je A = 0 nul-matrica, onda je A = Dy pa je dokaz gotov. Pretpostavimo
da je A # 0. Onda postoji element A;; # 0. Zamjenom redaka i stupaca matrice A,
element A;; mozemo dovesti na mjesto (1, 1). Dijeljenjem prvog retka ili stupca s A;;

postizemo da se na mjestu (1, 1) nalazi jedinica pa je A ekvivalentna matrici

B=| R - (3.110)
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Mnozenjem prvog stupca s —Bjs i dodavanjem drugom stupcu postizemo da se na
mjestu (1, 2) nalazi nula. Ponavljanjem postupka, tj. mnozenjem prvog stupca s — By
i dodavanjem k—tom stupcu postizemo da se u prvom retku nalaze elementi 1,0, ...,0,
redom. Sli¢no, mnozenjem prvog retka s — By i dodavanjem drugom retku postizemo
da je element na mjestu (2, 1) jednak nula. Ponavljanjem postupka tako da prvi redak

pomnozimo s —Bj; i dodamo k—tom retku, postizemo da su elementi u prvom stupcu

jednaki 1,0,...,0, redom. Sada je matrica A ekvivalentna matrici
10 ... 0
0 Cyp ... Cy
c=| ? (3.111)

0 Che ... Chn
Ako su svi C;; = 0 onda je postupak gotov i A ~ D;. U protivhom, postupak se
ponavlja na podmatrici s elementima Cj;. Primijetimo da prilikom izvodenja ele-
mentarnih transformacija na podmatrici [Cj;], prvi redak i stupac matrice C' ostaju

nepromijenjeni. Nakon konacnog broja koraka dolazimo do kanonskog oblika matrice
D,paje A~D,. R

Kod prevodenja matrice na kanonski oblik korisno je uvesti sljede¢e oznake za ele-

mentarne transformacije:

(1) S; < S; (stupcima S; 1 S; zamijenimo mjesta),

(2) AS; (stupac S; pomnozimo skalarom A # 0),

(3) Si+S; — S; (stupac S; pribrojimo stupcu S;).

Analogno oznac¢avamo elementarne transformacije na retcima matrice.

Primjer 3.10. Odredite rang matrice

02 3
A= [2 , 4]. (3.112)

Elemetarnim transformacijama dobivamo

0 2 3| mer, [2 2 4] 1m0 [1 1 2] _susms [1 0 2] is,
2 2 4 02 3 02 3 02 3
1 0 2] _ s |1 0 0] s l1 00
0 2511555 352 5s =S . (3.113)
01 3 01 3 010
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Dakle, A ~ Dy $to povlaci r(A) =2. O

68



Poglavlje 4

Determinante

Svakoj kvadratnoj matrici A = [A;;] mozemo pridruziti skalar koji nazivamo deter-

minanta matrice i oznacavamo sa det(A) ili

All A12 s Aln
A21 A22 SR A2n
Anl An2 s A’rm

(4.1)

Determinanta matrice ima vazne primjene u teoriji operatora, narocito u proucavanju

njihovih spektralnih svojstava te u rjeSavanju sustava linearnih jednadzbi. Prvo ¢emo

definirati determinantu matrice prvog, drugog i tre¢eg reda, a zatim ¢emo definiciju

generalizirati na matrice proizvoljnog reda. Kazemo da je det( A) determinanta n—tog

reda ako je A kvadratna matrica n—tog reda. Determinantu prvog, drugog i treceg

reda se definiramo na sljedeé¢i nacin.

(1) Determinanta prvog reda

Ako je A = [a] matrica prvog reda, onda je det(A) = a.
(2) Determinanta drugog reda
Ako je A = [A;;] kvadratna matrica drugog reda, onda definiramo

All A12

A21 A22 - A11A22 - A12A21-

69

(4.2)



POGLAVLJE 4. DETERMINANTE 70

(3) Determinanta treéeg reda

Neka je A = [A;;] kvadratna matrica tre¢eg reda. Onda je

A Ap A
he A Al — Ap ﬁm j% _ Ay jm j% ; jm jn
Ay Ap As 32 As3 31 Asg 31 As2
= A1 Ao Azs + A1pAz3Asy + A3 Ao Ao
— A13A2 Az — Ao Ao Azg — A1 Aoz Ass. (4.3)

Determinanta treceg reda se lako pamti pomocu tzv. Sarrusovog pravila. Pored

matrice A dopiSemo prva dva stupca i dobijemo prosirenu matricu

A A Al A Agg
Agy Agy Agg| Aoy Ao (4.4)
As; Asg Asg| As1 Asg

Umnosci na dijagonalama
A1 A Asz,  ArpAszAz 1 AzA Az (4.5)
imaju pozivitvni predznak, dok umnosci na suprotno orijetiranim dijagonalama
A3AxnAsr, AnAszAsy 1 ApAnAs; (4.6)

imaju negativni predznak.

Primjer 4.1. Odredite determinatu matrice

2 1 1
A=1l0 5 =-2|. (4.7)
1 -3 4

Primjenom Sarussovog pravila dobivamo

2 1 1|2 1
det(A)=10 5 —2/0 5 =2-5-441-(=2)-1+1-0-(=3)
1 -3 4|1 -3
—1:5:-1—=2-(=2)-(=3)—=1-0-4
=40-2-5—12=21. (4.8)
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lako se naizgled determinante drugog i treceg reda ne racunaju po zajednickom
obrascu, primijetimo da se u determinanti drugog reda pojavljuju faktori A;; As; gdje
su indeksi ¢ i 7 permutacije brojeva 1 i 2. Sli¢no, u determinanti tre¢eg reda pojav-
ljuju se faktori A;;As; Az, gdje su 4,7 i k permutacije elemenata 1,2 i 3. Da bismo
mogli definirati determinantu n—tog reda potrebno je poblize promotriti permutacije

na skupu od n elemenata.

4.1 Permutacije

U ovom poglavlju navodimo osnovne definicije i elementarna svojstva permutacija

koja su potrebna za definiciju determinante.

Definicija 4.1. Permutacija na skupu X = {1,2,...,n} je svaka bijekcija o: X —

X. Skup svih permutacija na skupu od n elemenata oznacavamo sa S,.

Na skupu od n elemenata imamo n! =n-(n —1)...2 -1 permutacija. Permutaciju

o: X — X oznacavamo kao matricu s dva retka

1 2 n
7= (0(1) o(2) ... U(n)> (4.9)

gdje je o(i) slika elementa ¢ € {1,2,...,n}. Permutaciju

1 2 ... n
o= : (4.10)
12 ....n
nazivamo identiteta jer je o(i) = i za svaki i € {1,2,...,n}. Ako sliku elementa k
oznac¢imo sa o (k) = ix, onda gornju permutaciju mozemo krace zapisati kao niz

Na primjer, na skupu X = {1,2,3} imamo ukupno 3! = 3-2-1 = 6 permutacija koje

su dane sa

o1 =123, 0,=132, 03=213, 0,=231, 05=312, o05=2321. (4.12)
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Na primjer, permutacija o4 je zapis za preslikavanje 1 — 2, 2 — 313 — 1 Sto u

1 2 3
o4 = (2 5 1). (4.13)

Definicija 4.2. Neka su o,7 € S,, permutacije na skupu od n elemenata. UmmnoZak

duzem zapisu pisemo kao

permutacija o1 je kompozicija preslikavanja o = o o T.

Umnozak permutacija se lako ra¢una koristeci pravilo za racunanje kompozicije funk-

cija. Na primjer, umnozak permutacija o304 daje

1 2 1 2 1 2
0304 = 3 3 = 3 . (414)
213 2 31 1 3 2

Umnozak racunamo tako da pratimo preslikavanje svakog elementa i € {1, 2,3} gdje
na ¢ prvo djeluje permutacija o4, a zatim os. Dakle, umnozak o304 predstavlja

sljede¢u kompoziciju preslikavanja:

1—2—1 2—3—3 3—1—2. (4.15)

Definicija 4.3. Neka je o = iyiy .. .1, permutacija na skupu {1,2,...,n}. Inverzija
je uredeni par (ix,1;) takav da iy, prethodi i; i iy > 4. Broj inverzija u permutaciji o

oznacavamo sa I(o).

Primjer 4.2. U permutaciji ¢ = 35142 imamo sljedece inverzije:
(3,1), (3,2), (5,1), (5,4), (5,2) i (4,2). (4.16)
OJ

Definicija 4.4. KaZemo da je o parna (neparna) permutacija ako o ima parni (ne-

parni) broj inverzija. Preznak permutacije, u oznaci sgn(o), definiramo sa
sgn(o) = (—1)1@ (4.17)

gdje je 1(o) broj inverzija u permutaciji o.
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Iz definicije slijedi da je

1, ako je o parna permutacija,
sgn(o) = : (4.18)
—1, ako je o neparna permutacija

Permutacija iz Primjera 4.2 ima Sest inverzija, stoga je o parna permutacija i vrijedi
sen(o) = (—1)¢ = 1.

Definicija 4.5. Transpozicija na skupu {1,2,...,n} je permutacija koja zamjenjuje

poredak toéno dva elementa v nizu 12...n.

Ocigledno, predznak transpozicije 7 je jednak sgn(7) = —1. Na primjer, permutacija
7 = 4231 je transpozicija jer je u nizu 1234 zamijenjen poredak elemenata 1 i 4,

stoga je sgn(7) = —1.

Predznak permutacije zadovoljava sljedece svojstvo koje navodimo bez dokaza.

Propozicija 4.1. Ako su oy i 09 permutacije na skupu {1,2,...,n}, onda je

sgn(o102) = sgn(oy) sgn(os). (4.19)

Ovaj rezultat slijedi iz Cinjenice da je o109 parna permutacija kada su o; i o9 obje
parne ili obje neparne, a o0, je neparna permutacija ako je o; parna i o, neparna

permutacija, ili obratno.

4.2 Determinanta matrice opceg reda

Sada mozemo definirati determinantu kvadratne matrice n—tog reda.
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Definicija 4.6. Determinanta je funkcija det: M,(F) — F koja matrici A = [A;]

pridruzuje skalar

det(A) = Z sgn(cr) Ala(l)A2a(2) oo o A,w(n). (420)

gESy

U gornjoj definicij suma ZaeSn oznaCava sumu po svim permutacijama na skupu
{1,2,...,n}. Primijetimo da je Ais(1)A20(2) - - - Ano(n) umnozak od n elemenata ma-
trice A tako da je svaki element uzet tocno iz jednog stupca i jednog retka. Dakle,
determinantu dobivamo tako da mmnozimo elemente iz razli¢itih redaka i stupaca

pomnozenih s predznakom odgovarajué¢e permutacije na drugom indeksu.

Raspisimo ovu definiciju za determinantu reda n = 2. U tom slu¢aju sumiramo po

svim permucijama na skupu {1,2}. Ovdje imamo samo dvije permutacije

op=12, o09=21 (4.21)
s pripadnim predznacima
sgn(oy) = (=1)° =1, sgn(oy) = (—1)' = —1. (4.22)
Stoga je determinanta drugog reda jednaka
A Ap
= sgn(0) Aio(1)A2s(2
Ay As 2; e

= sgn(oy) Al(fl(l)AQUl(Z) + sgn(o2) Ale(l)A202(2)
= A11A22 — A12A21. (423)

Determinanta matrice se moze alternativno definirati i na sljede¢i nac¢in. Sumande

u definiciji (4.20) mozemo napisati tako da su indeksi po stupcima poredani u nizu

1,2,...,n. Pri tome se permutiraju indeksi po retkcima pa imamo da je
Ato(1)A202) - - Ano(n) = Ap)1Ap@)2 - - Apnyn (4.24)
gdje je p = o~ inverzna permutacija permutacije o € S,. Kako ¢ i ¢~! imaju isti
broj inverzija, to je sgn(c) = sgn(c~!) pa izraz (4.20) mozemo napisati kao
det(A) = Y sgn(0) As1)14e@)2 - - - Aoy (4.25)

oESy
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Dakle, determinantu matrice A mozemo rac¢unati tako da permutiramo indekse po

stupcima ili indekse po retcima matrice A.

Racunanje determinante prema Definiciji 4.6 postaje kompleksnije kako n raste jer
broj racunskih operacija raste otprilike kao (n + 1)!. Medutim, determinanta ima
odredena svojstva koja nam omogucavaju da se determinante visokog reda mogu
izracunati relativno lako. Stoga je neophodno upoznati se s nekim osnovnim svoj-

stvima determinanti.

4.3 Svojstva determinanti

U ovom poglavlju ¢emo prouciti kako se determinanta matrice mijenja kada na ma-
trici vrisimo elementarne transformacija na matricama. Prisjetimo se da elementarne
transformacije na matricama dijelimo na: (i) zamjena dvaju stupaca (redaka), (ii)
mnozenje stupca (retka) skalarom A # 0, (iii) pribrajanje jednog stupca (retka) dru-

gom stupcu (retku).

Propozicija 4.2. Neka je A = [A;j] kvadratna matrica reda n. Onda je

det(AT) = det(A). (4.26)

Dokaz Neka je B = AT. Onda je B;; = Aj; pa iz (4.25) slijedi

det(B) = > sg0(0) Bio(1)Bao) - - - Buon)

O’GSn

= Z sgn(a) Ao-(l)le-(Q)Q .. .Ag(n)n = det(A) (427)

O—ES’VL

Propozicija 4.3. Neka je A kvadratna matrica reda n. Ako je matrica B dobivena

iz matrice A zamjenom dvaju njezinih redaka ili stupaca, onda je det(B) = —det(A).
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Drugim rijecima, determinanta matrice mijenja predznak ako u matrici zamijenimo

dva retka ili stupca.

Dokaz Dokaz provodimo za slucaj kada u matrici A = [A;;] zamijenimo dva stupca.
Pretpostavimo da smo zamijenili stupce k i . Onda su elementi matrice B = [B;;]

dani sa B;; = A;;(j) gdje je T transpozicija

1 2 ...k ... 1 ...
= ". (4.28)
12 ... 0 ... k ... n
Sada je determinanta matrice B jednaka

det(B) = Z sgn(0) Bio1)Bas(2) - - - Brom)

ogESy
= Z sgn(a) AITU(I)AQTO—(Q) .. .Anﬂ,(n). (4.29)
oESy,
Drugi indeks u faktoru A; -(;) je kompozicija permutacija 7o (¢). Kako je sgn(7) = —1

jer je T transpozicija, to je prema Propoziciji 4.1
sgn(to) = sgn(7)sgn(c) = —sgn(o). (4.30)
Stoga iz (4.29) i (4.30) slijedi da je

det(B) = — Z Sgn(TU) AlTU(l)AZTO(2) .. .Am_a(n). (431)

O'ESn
Ako o prolazi po svim permutacijama u S, onda 7o takodjer prolazi po svim per-
mutacijama u S, pa suma u izrazu (4.31) daje determinantu matrice A. Stoga za-
kljuéujemo da je det(B) = —det(A). Sli¢no, koristeéi alternativni izraz za determi-

nantu (4.25) pokazuje se da determinanta mijenja predznak ako u matrici zamijenimo
dva retka. W

Neposredna posljedica prethodnog rezultata je

Korolar 4.1. Ako matrica A ima dva jednaka stupca (retka), onda je det(A) = 0.
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Sljedeca propozicija nam kazuje kako se determinanta mijenja ako se stupac ili redak

matrice pomnozi nekim skalarom.

Propozicija 4.4. Ako je matrica B dobivena iz matrice A mnoZenjem jednog retka
(stupca) skalarom X\ € F, onda je det(B) = X det(A).

Dokaz Pretpostavimo da je matrica B dobivena iz matrice A mnozenjem k—tog retka
skalarom A € F. Onda je

Ay An o A
Anl AnQ s Ann

Elementi matrice B su dani sa B;; = A;j za i # k 1 Bj = AAy;. Sada imamo

det(B) = Z sgn(a) Blg(l) . Bka(k;) . Bng(n)

0€ESy
= Z sgn(a) Alg(l) R )\Akg(k) - .Ana(n)
UESn
=AY sgn(0)Aig) - - Aoty - - Ano(n) = Adet(A). (4.33)
o€Sn

Pretpostavimo sada da je matrica B dobivena tako da je k—ti stupac matrice A
pomnozen skalarom \ € F. Onda je k-ti redak transponirane matrice B7 pomnozen

skalarom A pa (4.33) Propozicije 4.2 slijedi

det(B) = det(BT) = Adet(AT) = Adet(A). (4.34)

Korolar 4.2. Ako je A kvadratna matrica n—tog reda, onda je det(AA) = \"det(A).



POGLAVLJE 4. DETERMINANTE

78

Dokaz Svaki redak matrice AA je pomnozen skalarom A\ pa uzastopnom primjenom
Propozicije 4.4 na svaki redak dobivamo det(AA) = A" det(A). B

Propozicija 4.5. Ako je redak (stupac) matrice A proporcionalan nekom drugom

retku (stupcu) te matrice, onda je det(A) = 0.

Dokaz Pretpostavimo da je stupac k matrice A proporcionalan stupcu /. Onda je

matrica A dana sa

A A
AMp AAp
A= ;
An Ap
L Anl An2

gdje se u stupcu k nalaze elementi NA;;, AAp ...

Ay A
An Ap
det(A) = A | :
An Ap
Anl An2

Ann a

(4.35)

, AA;,. Sada iz Propozicije 4.4 slijedi

Aln

Ann

—0 (4.36)

jer su retci k il jednaki. Ako je stupac k matrice A proporcionalan stupcu [, onda je

redak k matrice AT proporcionalan retku . Stoga iz (4.36) slijedi

0 = det(AT) = det(A).

(4.37)
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Propozicija 4.6. Neka su A, B i C matrice reda n takve da je

Onda je

(A A ... Am)
A S Akl Akg o Akn 5 B =S
A, A ... A,

All A12
A+ AL A + Al

Anl An2

All

/
Akl

Anl

A ... Ay,
Mo AL
A:n2 A;Ln
Ay
AlmJ.rAkn
|

det(C) = det(A) + det(B).

Dokaz Elementi matrice C' su dani sa

Cij=Aij za i#k 1 Cy= A+ A

det(C’) = Z Sgn(a) Clg(l) . Cko‘(k’) “e Cna(n)

= det(A) + det(B).

UGSn

ce (Akg(k) + A;w(k)) .. .Ana(n)

.. -Aka(k:) .. .Ana(n) + Z SgIl(U) Alg(l) - ;w(k) -

79

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

Ana(n)

(4.42)
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Potrebno je naglasiti da opéenito ne vrijedi det(A + B) = det(A) + det(B). Na

primjer, ako je
1
A=B= 0 (1)], (4.43)

onda je det(A + B) = 4, ali det(A) + det(B) = 2.

Kao izravnu posljedicu Propozicije 4.6 imamo

Propozicija 4.7. Ako je matrica B dobivena iz kvadratne matrice A pribrajanjem

nekog njezinog retka (stupca) drugom retku (stupcu) te matrice, onda je det(B) =
det(A).

Dokaz Neka je A = [A;;] kvadratna matrica reda n. Pretpostavimo da je matrica B
dobivena pribrajanjem retka [ retku k. Onda je

All A12 RN Aln
B=|Au+An Ap+Ap ... A+ A, (444)
Anl AnQ B Ann

gdje matrica B u rektu k ima elemente Ay, + Ay, Aop + Asy, ..., A + Ay, Prema

Propoziciji 4.6 imamo

AH A12 B Aln AH Alg B Aln
det(B) = Akl Akg e A[m + All Alg ces Aln = det(A) +0= det(A)
At Ana o0 Ay A Ane .. Ay

(4.45)
jer su retci kil u drugoj determinanti jednaki pa je druga determinanta jednaka nuli.
Ako je matrica B dobivena iz A pribrajanjem stupca [ stupcu k, onda je BT dobivena
iz AT pribrajanjem retka [ retku k. Stoga je prema (4.45), det(BT) = det(A”) sto
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implicira det(B) = det(A). B

Korolar 4.3. Ako nekom retku (stupcu) kvadratne matrice dodamo linearnu kombi-

naciju ostalih redala (stupaca) te matrice, njezina determinanta se ne mijenja.

Dokaz Neka je A = [A;;] kvadrana matrica reda n. Pretpostavimo da je matrica
B dobivena iz matrice A tako da se k—tom retku pribroji neka linearna kombinacija
redaka matrice A. Onda B ima oblik

[ Al A - Ain |
B= Ay + Z#k Ni Ain Ao + Z#k NiAipg oo Apn T+ Z#k i Ain (4.46)
A Ao . A

pa je determinanta od B jednaka

All A12 A Aln All A12 A Aln
A Ape .. Ay A Ape .. A
= det(A) + > A;0 = det(A) (4.47)

jer sve determinante koje su pomnozene s \;, i # k, imaju dva retka jednaka (redak
k jednak je retku 7). Slicno, ako je matrica B dobivena iz matrice A tako se k—tom
stupcu doda linearna kombinacija ostalih stupaca matrice A, onda primjenom (4.47)

na transponiranu matricu BT zakljutujemo da je det(B) = det(A). W

Jedan od vaznih rezultata o determinanti matrice je Binet-Cauchyev teorem prema
kojem je determinanta umnoska dviju matrica jednaka umnosku njihovih determi-

nanti. Dokaz ovog teorema je slozen, stoga ¢emo ga ovdje ilustrirati na primjeru
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matrica drugog reda jer se u tom slucaju tvrdnja moze dokazati izravnim racunom.

Pri tome koristimo svojstva determinanti koja smo upravo dokazali.

Neka su A = [A;;] i B = [B;;| matrice drugog reda. Onda je njihov umnozak jednak

A By + A1eBar A By + A2 By

AB =
Ao1 By + AgoBoy Ag1 Bio + Aga B

. (4.48)

Prvi redak dobivene determinante je zbroj dvaju redaka pa prema Propoziciji 4.6

determinantu od AB mozemo rastaviti kao zbroj

det(AB) =

Ay B A1 B9
Ao Bi1 + AyeBoy A1 Big + Ay Doy

A12Boy A12Bo
Ao1 By + AgaBay A1 Big + A Bao
(4.49)

Sada svaku od ovih determinanti mozemo napisati kao zbroj dvije determinante ko-

risteci rastav po drugom retku,

det(AB) = A By An B AnBi AnBi
Ay By A9 B A9 By AgaBoo
A19By1 A12By A19By1 A12Bos
Ay B A By AgoByy A9 Boo
A, A By, B
= ByBp | T AR Ay, | T
Agl A21 BQl BQQ
B b By B
+ A2 An oz + A2 As 2 -
B11 B12 B21 BQ?
By B By, B
— Ay Any 11 12 — ApAy 11 12
Bgl BQQ B21 BZQ
By B A A By B
— (A Ay — Ay Asy) 11 12| _ 41 12 11 12| (4.50)
By Ba A1 Ags| [Bar By
Dakle,
det(AB) = det(A)det(B) zasve A, B e My(F). (4.51)

Moze se pokazati da ovaj rezulat vrijedi za kvadratne matrice svakog reda. Stoga

imamo
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Teorem 4.1 (Binet-Cauchy). Neka su A i B kvadratne matrice istog reda. Onda je

det(AB) = det(A) det(B). (4.52)

Iz Binet-Cauchyevog teorema slijedi da je

det(BA) = det(B) det(A) = det(A) det(B) = det(AB). (4.53)

4.4 Laplaceov razvoj determinante

Racunanje determinante prema Definiciji 4.6 je racunski vrlo zahtjevno iziskuje vise
od n! racunskih operacija. Na primjer, za rac¢unanje determinante petog reda po-
trebno je vise od 120 ra¢unskih radnji! U ovom poglavlju ¢emo upoznati alternativnu
metodu racunanja determinante pomocu Laplaceovog razvoja po odabranom retku
ili stupcu matrice. Promotrimo za pocetak determinantu tre¢eg reda i primijetimo

da se ona moze zapisati na sljede¢i nac¢in. Koriste¢i Sarussovo pravilo dobivamo

11 Aiz2 13
Q21 Qo2 Q23| = @11 Q22 A33 + G12 (23 A31 1 A13 G21 G32 — Q12 G21 G33 — Q11 G23 G32 — Q13 A22 G431
a31 azz as3

= an(am a33 — 23 a32) - CL12(CL21 a33 — 23 G31) + G13(G21 azz2 — G22 6131)

Q22 Q23 ag1 A3 ag1 A2
= a1 — Q12 + a13 (454)

azz ass3 azy ass as1 asz '
U jednakosti (4.54) primijetimo sljedece:
(1) Determinanta treéeg reda je izrazena kao suma determinanti drugog reda.

(2) Determinanta koja mnozi element a;; se dobije brisanjem stupca i retka u kojem

se nalazi a;;.
(3) Predznak elementa a;; je (—1)".

Ova zapazanja motiviraju sljedec¢e definiciju.
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Definicija 4.7. Neka je A = [a;;] kvadratna matrica reda n. Neka je M;; kvadratna

matrica reda n — 1 koja se dobije iz A brisanjem i—tog retka i j—tog stupca.
(i) Minora elementa a;; je determinanta det(M;;).

ii) Algebarski komplement ili kofaktor elementa a;; je skalar A;; = (—1) det(M;;).
J j y

Koristed¢i navedene definicije determinantu tre¢eg reda mozemo zapisati kao

@11 a2 Q13
a1 Qgg  agz| = a1y + arpAis + a13Ass. (4.55)

agy az2 @33
Ovakav zapis determinante nazivamo Laplaceov razvoj po prvom retku. Lako se vidi

da se ista determinanta moze zapisati kao Laplaceov razvoj po bilo kojem retku ili

stupcu matrice. Generalizacije ovog zapazanja daje sljede¢i vazan rezultat.

Teorem 4.2 (Laplaceov razvoj determinante). Neka je A = [a;;] kvadratna matrica

reda n. Onda se determinanta matrice A moZe zapisati na sljedeci nacin:

(i) Laplaceov razvoj po i—tom retku

d@t(A) = Z Q5 Aij7 1 S 1 S n, (456)

=1

(ii) Laplaceov razvoj po j—tom stupcu

=1

Koristed¢i Laplaceov razvoj mozemo lako izracunati determinantu trokutaste ili dija-

gonalne matrice.



POGLAVLJE 4. DETERMINANTE 85

Definicija 4.8. Kazemo da je kvadratna matrica A gornje (donje) trokutasta ako su

svi elementi od A ispod (iznad) dijagonale jednaki nuli.

Primijetimo da je dijagonalna matrica posebni slucaj gornje, odnosno donje trokuta-

ske matrice. Kao primjer promotrimo gornje trokutastu matricu cetvrtog reda

a1 aiz2 aiz aiy
0 ag ax au

A= . (4.58)
O 0 as3 Qs34

0 0 0 g4

Obzirom da prvi stupac ima najvise nula, determinantu je najlakse izracunati Lapla-

ceovim razvojem po prvom stupcu,

Q22 A23 Q24

asz @
det(A) = (—1)1+1a11 0 azs Q34| = (—1)1+1a11(—1)2+2a22 83 34 = A11 A22 A33 A4y4.
a
0 0 Q44 44
(4.59)
Opcenito, ako je A gornje ili donje trokutaska matrica n—tog reda, onda je
det(A) = 110922 . ..Qpp- (460)

Efektivno racunanje determinante

Sada ¢emo navesti postupak za efektivno racunanje determinate pomoc¢u Laplaceovog
razvoja. Postupak kojim se dolazi do kona¢nog rezultata nije jedinstven, a pametnim
odabirom redaka ili stupaca po kojima vrsimo Laplaceov razvoj mozemo znacajno

smanjiti broj racunskih operacija.
(1) Odaberite element a;; # 0 ili a;; = 1, ako postoji.

(2) Mnozenjem nekog retka skalarom razli¢itim od nule i dodavanjem nekom drugom
retku k # i postizemo da su svi elementi u stupcu j jednaki nula osim elementa
a;j. Slicno, mnozenjem nekog stupca skalarom razlictim od nule i dodavanjem
nekom drugom stupcu k # j mozemo posti¢i da su svi elementi u retku ¢ jednaki

nula osim elementa a;;.
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(3) Primijenite Laplaceov razvoj determinante na taj redak (odnosno stupac).

(4) Ponovite korake (1)—(3) dok ne dobijete determinantu drugog ili tre¢eg reda koju

lako direktno izracunate.

Primjer 4.3. Izracunajte determinantu matrice

5 4 2 1
2 3 1 =2
A= : (4.61)
-5 =7 =3 9
1 -2 -1 4
Odaberimo element a3 = 1 i koristimo elementarne operacije na retcima matrice

kako bi u tre¢em stupcu postigli da su svi elementi osim as3 jednaki nula.

5 4 2 1 1 =2 0 5
2 3 1 —2 —2R2-&§1—>R1 2 3 1 -2 3R2+£3—>Rg
-5 -7 -3 9 -5 -7 -3 9
1 -2 -1 4 I -2 -1 4
1 -2 0 5 1 -2 0 5
2 3 1 -2 9 1 -2 bz
RatRu—Ra = (-1)*3 )1 2 3
1 2 0 3 1 2 0 3
3 1 3
1 -2 -1 4 3 0

= —(—38) =38 (4.62)

gdje smo zadnju determinantu izracunali Sarussovim pravilom. [

4.5 Regularne matrice
Za svaki realni broj a # 0 postoji realni broj a™! = 1/a takav da je

aa =a a=1 (4.63)

Broj a~! nazivamo multiplikativni inverz broja a. U ovom poglavlju éemo pojam
multiplikativnog inverza prosiriti na skup kvadratnih matrica. Inverz matrice A, ako

postoji, definiramo po analogiji s jednakosti (4.63).
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Definicija 4.9. Kazemo da je kvadratna matrica A € M, (F) invertibilna ili reqularna

ako postoji matrica X € M,(F) takva da je
AX=XA=1 (4.64)

gdje je I jedinicna matrica reda n. Matricu X nazivamo inverz matrice A i

oznacavamo s A1,

Zbog nekomutativnosti mnozenja, u definiciji inverzne matrice zahtijevamo da vrijedi

AA™1 =Ti A'A =1, odnosno
AA T = ATTA= T, (4.65)

Ako je A invertibilna matrica, onda iz jednakosti (4.65) odmah slijedi da je

(A H™ = A (4.66)
Primjer 4.4. Neka je
1 2 -1
A=1-3 1 2|. (4.67)
-2 2
Direktnim racunom provjerite da matrica
3 4 -5
X=1{11 -1 (4.68)
4 6 -7
zadovoljava jednakost (4.64), odnosno da je
(1 2 1] [3 4 =5] [1 0 0]
AX=|-31 2| |11 -1]=10 1 of, (4.69)
22 1] 46 -7] |00 1
1
3 4 5] [1 2 —1] [1 0 0]
XA=(11 —-1||-3 1 2|=1]01 0f. (4.70)
4 6 =7 [-2 2 1| 0 0 1]
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O

Promotrimo sada pitanje je li svaka kvadratna matrica A ima inverz. Lako se vidi

ve¢ na primjeru matrica drugog reda da je odgovor na ovo pitanje negativan. Neka je

0 b
A= 4.71
’ d] (a71)
matrica nad poljem F. Pretpostavimo da je
x=1" y] (4.72)
zZ w
inverz matrice A, odnosno da je AX = XA = 1. Iz uvjeta AX = I dobivamo
a bl |x vy _ ar + bz ay+ bw _ 10 (4.73)
c d| |z w cs+dz cy+ dw 01

Sto implicira da varijable z,y, z i w zadovoljavaju sustav linearnih jednadzbi

ar+bz=1, ay+bw=0 (4.74)
cx+dz=0, cy+dw=1. (4.75)

Ove jednadzbe predstavljaju dva sustava od dvije jednadzbe za varijable x,z i y, w,
redom. RjeSenje sustava je dano sa
d —b

x:ad—bc’ y:ad—bc’
—c a

Tad—be YT wd—be (4.77)

Uocavamo da sustav ima rjesenje ako i samo ako je det(A) = ad — be # 0. Koriste¢i

(4.76)

rjeSenja (4.76)-(4.77) lako provjerimo da matrica X zadovoljava
r yl| la b _ _aza—l—yc xb + yd _ 10 . (4.78)
z w||c d za+we zb+wd

01
Zakljuéujemo da je inverz matrice A dan sa A~! = X, odnosno

1 1 d —=b
Cad—be |—¢ d

, ad — be # 0. (4.79)

Odavde slijedi da je matrica drugog reda ima invertibilna ako i samo ako je ispunjen
uvjet det(A) = ad — be # 0, stoga je matrica drugog reda regularna ako i samo ako

je njezina determinanta razli¢ita od nule.
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1

Primjer 4.5. Odredite A™! ako je A = 0 4

] . Prvo provjerimo uvjet

det(A) = ad —be=1-(—4) — 3 (=2) =2 £0. (4.80)

Sada prema (4.79) imamo

1[4 =3 -2 -
A _2[2 1]_[1 ] (a1

Promotrimo sada neka osnovna svojstva regularnih matrica.

[\ [N}

Lema 4.1. Inverz kvadratne matrice, ako postoji, je jedinstven.

Dokaz Neka je A € M,(F). Pretpostavimo da su X,Y € M, (F) inverzi matrice A.
Onda X i Y zadovoljavaju

AX=XA=1 i AY=YA=1 (4.82)
Sada zbog asocijativnosti mnozenja imamo

X =XI=X(AY) = (XA)Y =1Y =Y. (4.83)

Lema 4.2. Ako su A i B invertibilne matrice istog reda, onda je AB invertibilna
matrica i vrijeds

(AB)"'=B7'A"1 (4.84)

Dokaz Neka je X = B~!A~!. Onda je

X(AB)= (B 'AYWYAB=BYA1'AB=B"'B=1, (4.85)
(AB)X = (AB)(B'A™) = A(BB HA ' =AA = I (4.86)
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Iz definicije inverzne matrice slijedi da je X = (AB)™!, odosno B~'A™! = (AB)~L.
[

Opcenito, ako su Ay, A, ..., A, invertibilne matrice istog reda, onda vrijedi

(AjAy. AP =ATA AT (4.87)

Lema 4.3. Ako je A regularna matrica, onda je det(A) # 0 i vrijedi

1

del A7) = D

. (4.88)

Dokaz Ako je A regularna matrica, onda postoji matrica A~! istoga reda takva da

je AA™1 = A=A = I. Prema Binet-Cauchyevom teoremu imamo
det(AA™") = det(A)det(A™) =1 (4.89)

jer je det(I) = 1. Ova jednakost implicira da je det(A) # 0 i det(A™!) = 1/det(A).
|

Dakle, det(A) # 0 je nuzan uvjet da je matrica A regularna. Kasnije ¢emo vidjeti da
je ovaj uvjet takoder dovoljan.

Sada ¢emo se pozabaviti pitanjem kako se moze eksplicitno izracunati inverz kva-
dratne matrice proizvoljnog reda. Za tu svrhu nam je potreban pojam adjunkte

matrice.

Definicija 4.10. Neka je A = [a;;] kvadratna matrica reda n i neka je [A;;] matrica
kofatora elemenata a;;. Adjunkta matrice A, v oznact 121, je transponirana matrica

matrice kofaktora [A;;], odnosno

A= : - (4.90)
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Primjer 4.6. Odredite adjunktu matrice

A=
c d

¢ b] . (4.91)

Kofaktori elemenata su dani sa

Ay = (=D)"det([d]) =d, A= (=1)"det([d]) = —, (4.92)
Aoy = (—1)*Tdet([b]) = —b, Agy = (—1)*"det([a]) = a. (4.93)
Stoga je adjunkta matrice A jednaka

All A21
A12 A22

= [d _b] . (4.94)

—c a
0J

Ako usporedimo izraz (4.94) s izrazom (4.79), onda inverz matrice A mozemo zapisati

kao

1 -
-1 _ .
AT = det(A)A ako je det(A) # 0. (4.95)

Pokazimo sada da ovaj rezultat vrijedi za regularnu kvadratnu matricu proizvoljnog

reda.

Teorem 4.3. Za svaki kvadratnu matricu A vrijedi
AA = AA = det(A)I. (4.96)

Ako je det(A) # 0, onda je
A. (4.97)

Dokaz Neka je A = [a;;] kvadratna matrica reda n i neka je A;; kofaktor elementa

a;j. Pokazimo da je

n 0, o,
Z aixAjp = 7 (4.98)
k=1 det(A)a i =J.
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Pretpostavimo da je i # 7. Neka je matrica B dobivena iz matrice A tako da u redak

7 zamijenimo retkom 4, dok su ostali retci nepromijenjeni. Tada matrica B ima oblik

ai;r Qa1 ... Qip
;1 ;9 o Qip
B=|: : : (4.99)
a2 075) Qin
_anl Ap2 ... CLTm_

jer su retci ¢ i j jednaki. Elemente matrice B mozemo zapisati kao
bkl = A ako je k 7£j i bjl = Q. (4100)

Laplaceov razvoj determinante od B po j—tom retku daje
det(B) = Zbﬂ le = Z&il Aﬂ =0 (4101)
=1 1=1

jer B ima dva jednaka retka. Ovdje su algebarski komplementi Bj; i A;; jednaki jer
se oni racunaju brisanjem j—tog retka i [~tog stupca pa je nevazno koji se elementi
nalaze u j—tom retku. S druge strane, Laplaceov razvoj det(A) po j—tom retku daje

n

> aj Ay = det(A). (4.102)
=1
Jednakosti (4.101) i (4.102) mozemo zajedno napisati u obliku

Z Q41 Ajl = det(A) 61‘]’ (4103)

=1

gdje je d;; Kroneckerov delta simbol

0ii = (4.104)
S R )
Sada iz (4.103) slijedi da je element matrice AA na mjesti (i, 7) jednak

n n

(AA)y = i (A)ry =Y ai Ajy, = det(A) ;. (4.105)

k=1 k=1
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Jedini¢na matrica I na mjestu (7, j) ima element d;; pa iz gornje jednakosti slijedi da
je
AA = det(A)I. (4.106)

Na slican nacin se pokaze da je AA = det(A)I koristeéi Laplaceov razvoj determinante

po stupcima matrice A. Time smo pokazali da je
AA = AA = det(A)I. (4.107)

Ako je det(A) # 0, onda se gornja jednakost moze zapisati kao

1 ~ 1 ~
Al——A)=(——F—A)A=1 4.1
(det(A) ) (det(A) ) (4.108)
odakle slijedi da je
1 r -
Al = det(A)A' (4.109)

Ovaj teorem pokazuje da je det(A) # 0 nuzan i dovoljan uvjet za regularnost matrice

A.

Korolar 4.4. Kvadratna matrica A je reqularna ako i samo i ako je det(A) # 0.

Dokaz Ako je A regularna matrica, onda postoji matrica A~! takva da je AA™! =
A™'A = I pa iz Binet-Cauchyevog teorema slijedi da je det(A)det(A™') = 1. Ovo
implicira det(A) # 0. Obrnuto, ako je det(A) # 0, onda iz prethodnog teorema slijedi

da je A regularna matrica jer je njezin inverz dan sa A~! = fl/det(A). |
Na kraju istaknimo da je regularnost kvadratne matrice povezan s rangom matrice

na sljede¢i nacin.

Propozicija 4.8. Neka je A kvadratna matrica reda n. Ako je r(A) = n, onda je A

reqularna matrica.
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Dokaz Pretpostavimo da je rang matrice A € M, (F) jednak n. Onda se A moze
kona¢nim brojem elementarnih transformacija prevesti na jedinicnu matricu reda n.
Dakle, A je ekvivalentna jedini¢noj matrici I, A ~ I. Iz ovisnosti determinante o
elementarnim transformacijama slijedi da A ~ I implicira det(A) = cdet(l) = ¢ za
neki ¢ # 0. Odavde zaklju¢ujemo da je det(A) # 0 sto povlaci da je A regularna
matrica. H



Poglavlje 5
Sustavi linearnih jednadzbi

Rjesavanje sustava linearnih jednadzbi susre¢emo u razli¢itim primjenama. Stoga je

korisno prociti osnovna svojstva i metode rjesavanja ovih sustava jednadzbi.

Sustav od m linearih jednadzi sa n nepoznanica zy, xs, ..., z, je sustav oblika

a11 1 + a2 To + - - - 4 Qi Ty, = by, (5.1)

a1 T1 + Qo2 Ty + - -+ + Qo Ty, = bo,

Q1 T1 + Qo T+ -+ =+ Ay, Ty = bip. (5.2)

Skalare a;; nazivamo koeficijenti sustava, a skalare b; nazivamo slobodni koeficijenti.
Sustav (5.1)—(5.2) krace pisemo u obliku

Y agry=b, i=12...,m (5.3)
j=1
Rjesenje sustava je svaka uredena n—torka brojeva (aj,as,...,a,) koja zadovoljava

sustav.

U rjesavanju sustava linearnih jednadzbi znacajnu ulogu ima matri¢ni racun koji nam
omogucava da sustav jednadzbi (5.1)—(5.2) promatramo kao matri¢nu jednadzbu u
¢ijem proucavanju mozemo primijeniti teoriju linearnih operatora. Definirajmo prvo

osnovne pojmove koje ¢emo koristiti u daljenjem izlaganju.

95
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Matrica sustava (5.1)—(5.2) je matrica koeficijenata sustava

a1 a2 ... QAip
G211  Qdg2 ... Q2p

A= _ . (5.4)
Am1 Am2 ... Gmp

Matrica nepoznanica je stupcana matrica

T
T2
x =", (5.5)
Ty
a matrica slobodnih koeficijenata je stupcana matrica
b
by
B=1 (5.6)
bm
Sustav linearnih jednadzbi mozemo zapisati kao matricnu jednadzbu
AX = B. (5.7)

ProSirena matrica sustava, u oznaci A,, se dobije kada matrici A zdesna dopiSemo

stupac B §to simbolicki pisemo kao
A, =[A]B]. (5.8)
Osnovni problemi koji nas zanimaju o sustavima linearih jednadzbi su
(a) egistencija rjesenja (pod kojim uvjetima sustav ima rjesenje),
(b) struktura rjesenja (koliko rjesenja ima sustav),
(c) efektivno rjesanje sustava (efikasni algoritmi za pronalazenje rjesenja).

Razmotrimo nekoliko jednostavnih primjera.
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(1) Sustav
r4+2y=1 2x+4+3y=-2 (5.9)

ima jedinstveno rjesenje x = —7,y = 4. Ove dvije jednadzbe mozemo geometrij-

ski interpretirati kao dva pravca koja se sijeku u tocki (—7,4).

(2) Sustav
r+2y=2, —2rx—4y=1 (5.10)
nema rjeSenja jer ove jednadzbe predstavljaju dva paralelna prava koja se ne
sijeku.
(3) Sustav

T+3y=5—2x—6y=—10 (5.11)

ima beskona¢no mnogo rjesenja. Ako drugu jednadzbu podijelimo s —2, onda
vidimo da ovaj sustav predstavlja dva pravca koja leze jedan na drugom i sijeku
se u beskonacno mnogo tocaka. U tom slucaju rjesenje sustava mozemo zapisati

kao
r=-3y+5 wyek (5.12)

gdje je y tzv. parametar koji moze biti proizvoljni realni broj.
Promatranje ovih jednostavnih primjera nam ukazuje da se kod rjeSavanja linearnih
sustava susrecu razlicite mogucénosti. Nas zadatak je istraziti kako rjeSenje sustava

ovisi o koeficijentima i slobodnim koeficijentima sustava te o broju jednadzbi i nepoz-

nanica. U tim razmatrnjima ¢emo se pomoci teorijom operatora.

Neka je M, (F) vektorski prostor stupcanih matrica

ai

a2

, a; €F. (513)

an
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Znamo da je kanonska baza prostora M,;(F) dana vektorima

1] [0] 0]
0

ep= 10|, e=10[, ... e,=10]. (5.14)
0] 0] 1]

Matrici A € M, (F) mozemo pridruziti operator
Ty: My (F) — My, (F)  definiran sa Tx(X) = AX. (5.15)

Primijetimo da je A matrica operatora T4 u paru kanonskih baza prostora M, (IF)
i M,,1(F). Stoga linearni sustav jednadzbi AX = B mozemo interpretirati kao ope-
ratorsku jednadzbu T4 (X) = B. Ovaj sustav ima rjeSenje ako i samo ako se vektor
B nalazi u slici operatora T, odnosno ako je B € Im(T4). Slika operatora T4 je

podprostor od M,,;(F) razapet vektorima Ta(e1), Ta(es),. .., Taley),
Im(Ts) = spang{Ta(e1), Tales), ..., Tale,)} (5.16)

Dakle, B € Im(T4) ako i samo ako postoje skalari ¢y, ca, ..., ¢, € F takvi da je

a1k
n n n o
B = ch TA(Gk) = ch A@k = ch : . (517)
k=1 k=1 k=1 :
Amk

Odavde slijedi da sustav ima rjevSenje ako i samo ako je posljednji stupac proSirene
matrice A, = [A | B] linearna kombinacija stupaca matrice A. Ovo implicirada Ai A,
imaju jednaki maksimalni broj linearno nezavisnih stupaca, odnosno r(A) = r(4,).

Ovaj zakljucak daje osnovno teorem o egistenziji rjeSenja linearnog sustava.

Teorem 5.1 (Kronecker—Capelli). Linearni sustav jednadzbi AX = B ima rjesenje
ako i samo ako matrica sustava A i prosirena matrica sustava A, = [A | B] imaju

18t Tang.
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Odavde odmabh slijedi

Korolar 5.1. Ako je rang matrice sustava jednak broju jednadzbi, onda je sustav

T)€S10.

Dokaz Neka je A € M,,,,(F) matrica sustava od m jednadzbi u n nepoznanica i neka
je r(A) = m. Prosirena matrica sustava A, = [A | B] se dobiva dodavanjem stupca
matrici A pa se broj linearno nezavisnih redaka ne mijenja. Stoga je r(A4,) = r(A)

pa Kronecker—Capellijev teorem implicira da sustav ima rjesenje.

5.1 Cramerov sustav

Jedan od najjednostavnihih sustava linearnih jednadzbi je Cramerov sustav.

Definicija 5.1. KaZemo da je AX = B Cramerov sustav ako je
(i) A je kvadratna matrica reda n,

(ii) 7(A) = n.

Uocimo sljedece:
(1) A je kvadratna matrica pa je broj jednadzbi jednak broju nepoznanica,
(2) r(A) = n $to implicira da je A regularna matrica.

Prema korolaru 5.1 Cramerov sustav je rjesiv i ima jedinstveno rjesenje X = A™1B.
Rjesenje se u principu moze dobiti invertiranjem matrice A, medutim u praksi se
takav sustav rjesava druk¢ijim metodama. Ovdje ¢emo bez dokaza opisati postupak

za efektivno rjesavanje Cramerovog sustava.
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Neka je AX = B Cramerov sustav gdje su

ail G2 ... Qip by
21 Q929 ... QA9pn bg

A= . . . , B= .o X =
p1 Gp2 .. Gpp b,

100

(5.18)

Neka je D = det(A) i neka je Dy determinanta matrice koja se dobije tako da se k—ti

stupac matrice A zamijeni stupcem slobodnih koeficijenata,

a1 G2 ... G1k-1 by a1k+1 --- Q1n
Dy = Qg1 @22 ... G2k—1 b.z a2 k+1 ... Q2p k=102
Qp1 Qp2 ... Gpk—1 bn Qpk+1 --- Qnp
Onda je rjeSenje Cramerovog sustava dano sa
D
Ty = 3’“, k=1,2,....n
Primjer 5.1. Odredite rjesenje sustava jednadzbi
20 = 3y + 5z =1,
T+ 2y — 22 =2,
3r —y —z=23.
Determinanta matrice sustava je
2 -3 5
D=1 2 =2|=-28
3 -1 -1
Nadalje,
1 =3 5 21 5 2
D=2 2 =2{=-32, Dy=|1 2 =2/=-12, D3=|1
3 -1 —1 3 3 —1 3

Stoga je rjesenje sustava dano sa
Dy 8 Dy
T =—

3

D 7 D

M. (5.19)

(5.20)

(5.21)
(5.22)
(5.23)

(5.24)
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5.2 Homogeni sustavi jednadzbi

Definicija 5.2. Za sustav linearnih jednadzbi kaZemo da je homogen ako su svi slo-

bodni koeficijenti sustava jednaki nuli.

Homogeni sustav liearnih jednadzbi ima oblik
AX =0 gdjeje A€ My, (F). (5.27)

Primijetimo da homogeni sustav uvijek ima trivijalno rjesenje X = 0. Zanima nas pod
kojim uvjetima sustav ima i netrivijalna rjesenja. Neka je Ty: M, (F) — M1 (F),

T4(X) = AX, linearni operator pridruzen matrici A. Onda je
AX =0 akoisamo ako je X € ker(T}y). (5.28)

Sljedec¢i teorem nam kazuje da postojanje netrivijalnih rjesenja homogenog sustava

ovisi o rangu matrice A.

Teorem 5.2. Neka je A € M,,,,(F). Homogeni sustav AX =0 ima
(i) samo trivijalno rjesenje ako i samo ako je r(A) = n,

(i1) netrivijalna riesenja ako i samo ako je r(A) < n.

Dokaz Neka je T4: M,1(F) — M,,;(F) linearni operator 74(X) = AX. Prema

teoremu o rangu i defektu imamo
n = dimker(7T4) + dim Im(7). (5.29)
Bududéi da je dimIm(74) = r(A) gdje je r(A) rang matrice A, iz (5.29) slijedi
r(A) =n — dimker(Ty). (5.30)

Sada iz jednakosti (5.30) zaklju¢ujemo da sustav AX = 0 ima
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(i) samo trivijalno rjesenje ako i samo ako je ker(7T4) = {0}, odnosno ako i samo

ako je r(A) = n (jer je dimenzija trivijalnog podprostora {0} jednaka nuli),

(ii) netrivijalna rjesenja ako i samo ako je dimker(74) > 0, odnosno ako i samo ako
jer(A) < n.

Korolar 5.2. Homogeni sustav AX = 0 kod kojeg je broj jednadzbi manji od broja

nepoznantica ima uvijek netrivijalna rjesenja.

Dokaz Neka je A matrica tipa (m,n) gdje je m < n. Onda je r(A) < m < n pa

prema prethodnom teoremu homogenu sustav AX = 0 ima netrivijalna rjesenja. Bl

Korolar 5.3 (Rouche). Homogeni sustav AX = 0 kod kojeg je broj jednadzbi jednak

broju nepoznanica ima netrivijalna rjesenja ako i samo ako je det(A) = 0.

Dokaz Neka je A kvadratna matrica reda n. Prema teoremu 5.2 sustav AX = 0
ima netrivijlano rjesenje ako i samo ako je r(A) < n, odnosno ako i samo ako je A

singularna matrica §to je ekvivalentno sa det(A) =0. W

Primjer 5.2. Zadan je sustav jednadzbi

x+2y—32=0, (5.31)
20 + 5y + 22 =0, (5.32)
3xr—y—4z=0. (5.33)
Matrica sustava je dana
1 2 -3
A=12 5 2|. (5.34)
3 -1 —4

Kako je det(A) = 61 # 0, iz Rocheovog teorema slijedi da sustav ima samo trivijalno

rjeSenjax =y =2z =0.
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5.3 Struktura rjeSenja linearnog sustava jednadzbi
Promotrimo sada strukturu rjesenja linearnog sustava m jednadzbi sa n nepoznanica,
AX =B, A¢€ M,,(F). (5.35)

Za pocetak proucimo homogeni sustav koji ima netrivijalna rjeSenja,
AX =0 gdjeje r(A)<n. (5.36)

U tom slucaju je jezgra operatora T4: M, (F) — M,,1(F), T4(X) = AX, netrivijalni
podprostor od M, (F). Iz jednakosti (5.30) slijedi da je dimenzija jezgre operatora

T, jednaka

d=n—-—r(A)>0. (5.37)
Stoga jezgra operatora T4 ima d linearno nezavisnih vektora X, Xo, ..., X4 € M, (F),
X; # 0. Rjesenja X1, Xo, ..., Xgnazivamo fundamentalnim rjesenjima sustava AX =

0. Svako rjesenje homogenog sustava AX = 0 se moze prikazati kao linearna kombi-
nacija

X == )\1X1 + )\2X2 —|— s + )\dXd (538)
jer je X € kerTy. Linearnu kombinaciju (5.38) nazivamo opce rjesenje homogenog

sustava AX = 0. Ovdje su A, \o,..., Ay € F proizvoljni skalari koje nazivamo

parametri rjeSenja. Ova zapazanja mozemo formulirati kao sljede¢i teorem.

Teorem 5.3. Homogeni sustav AX =0 gdje je A € My, (F) ima d =n —r(A) line-
arno nezavisnih (fundamentalnih) rjesenja. Svako rjeSenje sutava se moZe napisati

kao linearna kombinacija fundamentalnih rjesenja.

U ovom teoremu je obuhvacen i sluc¢aj kada je r(A) = n jer tada d = 0 pa sustav

nema netrivijalnih rjesenja.

Sada nas zanima $to mozemo kazati o strukturi rjesenja nehomogenog sustava

AX =B, B#0 (5.39)
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gdje je A € M,,,(F). Sustavu (5.39) mozemo pridruziti homogeni sustav AX = 0.
Pretpostavimo da je sustav (5.39) rjesiv, odnosno da je r(A) = r([A | B]). Pretpos-
tavimo da je X bilo koje rjesenje nehomogenog sustava, AXq = B. Ako je X bilo

koje drugo rjesenje sustava AX = B, onda je
AX — Xg) =AX - AXy=B-B=0 (5.40)

sto implicira da je X — Xj rjeSenje pripadnog homogenog sustava. Svako rjesenje
homogenog sustava je linearna kombinacija fundamentalnih rjesenja X, Xs, ..., Xy

gdje je d = n — r(A) pa odavde slijedi da je
X = X() + /\1X1 —+ )\QXQ + .-+ )\dXd, /\Z cF. (541)

Rjesenje Xy nazivamo partikularno rjesenje, a izraz (5.41) nazivamo opce rjesenje
sustava AX = B. Time smo dokazali teorem o strukturi rjesenja nehomogenog

sustava.

Teorem 5.4. Opce rjesenje rjesivog nehomogenog sustava AX = B je zbroj partiku-

larnog rjesenja i opceq rjesenja homogenog sustava AX = 0.

5.4 (Gaussova metoda

U ovom odjeljku ¢emo ukratko opisati Gaussovu metodu za rjeSavanje sustava linear-
nih jednadzbi. Ona se sastoji u tome da se zadani sustav elementarnim transformaci-
jama svede na jednostavniji ekvivalentni sustav jednadzbi ¢ije se rjesenje lako odredi.
Kazemo da su dva sustava jednadzbi ekvivalentna ako imaju isti skup rjesenja. Ele-

mentarne transformacije koje pritom koristimo su:
(i) zamjena dva retka u jednadzbi,
(ii) mnozenje retka skalarom razli¢itim od nule,

(iii) pribrajanje nekom retku drugog retka pomnozenog skalarom razli¢itim od nule.



POGLAVLJE 5. SUSTAVI LINEARNIH JEDNADZBI 105

Tijekom ovog postupka dovoljno je ispisati samo koeficijente jednadzbe pa se cijeli pos-
tupak moze prikazati elementarnim transformacijama na retcima proSirene matrice
sustava A, = [A | B]. Ako je sustav homogen, tj. B = 0, onda je dovoljno ispisati
samo koeficijente matrice A. Ispisivanjem samo koeficijenata jednadzbe olakSavamo

postupak rjesavanja.

Primjer 5.3. Odredite opce rjeSenje homogenog sustava

20 +4y — 52+ 3t =0, (5.42)
3r+ 6y —Tz+4t =0, (5.43)
52 + 10y — 11z + 6t = 0. (5.44)

Prema teoremu 5.2 ovaj sustav ima netrivijalna rjesenja jer je broj jednadzbi manji od
broja nepoznanica. Neka su Ry, Ry i R3 retci matrice sustava, redom. Elementarnim
transformacijama na R;, Ry i R3 mozemo matricu sustava svesti na gornje trokutasti

oblik.

(2 4 -5 3 -6 —12 15 -9

3 5 -7 4 —3R142R;— R, 0 0 1 1 Ri+Ry—Rs

5 10 11 5 5 10 —11 6

[—6 —12 15 -9 -6 —12 15 -9

0o o0 1 -—1| "M g o 1 1]

-1 -2 -4 -3 0 0 -9 9

[—2 —4 5 —3 -2 -4 5 -3

0 0 1 —1| EHERg oo 1 —1]. (5.45)
(0 0 9 -9 0 0 0 0

Dakle, pocetni sustav je ekvivalentan sustavu

—2x — 4y + 52— 3t =0, (5.46)
s t=0. (5.47)

Iz jednadzbe (5.47) slijedi z = t pa iz jednadzbe (5.46) dobivamo

—2r — 4y +2t = 0. (5.48)
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Stoga varijablu z mozemo izraziti kao funkciju varijabli y i ¢ pa rjeSenje sustava pisemo
u obliku
xr=-=2y+t, z=t, y,teR (5.49)

gdje su y it slobodne varijable, odnosno parametri rjesenja. Primijetimo da varijablu

y mozemo izraziti kao funkciju varijabli z i ¢ ¢ime dobivamo ekvivalentni oblik rjesenja
1 1

y:—§x+§t, 2=t x,teR (5.50)

Sva rjeSenja dobivena na ovaj nacin su ekvialentna jer opisuju sva moguca rjesenja

pocetnog sustava. Ako odaberemo oblik (5.49), onda je opée rjesenje sustava dano sa

T t—2y 1 -2
Yy Yy 0 1
X = = =t + , ,teR. 5.51
Z . dte Y (5.51)
t t 1 0
Vektori
1 —2
0 1
X, = . Xy = 5.52
=1 2 0 (5.52)
1 0

su fundamentalna rjeSenja homogenog sustava, a varijable y i ¢ su proizvoljni pa-
rametri. Dakle, opce rjeSenje ima oblik X = tX; + yX, gdje su t,y € R. Pri-
mijetimo da su X; i X, linearno nezavisni vektori koji tvore bazu jezgre operatora
Ty: My (F) — Ms;(F) definiranog sa T4 (X) = AX. O

Primjer 5.4. Odredite opce rjesenje sustava

X1+ Ty — 213 + 4xy = 5, (5.53)
21’1 + 25(72 — 3!['3 + Ty = 3, (554)
3I1 + ?LTQ - 4.733 — 21’4 =1. (555)

Elementarnim transformacijma na retcima prosirene matrice sustava dobivamo

11 -2 4 5 11 -2 4 5 1 10
22 -3 1 3 ~ oo 1 -7 =7 ~ o001 -7 -7
33 -4 =21 00 2 —-14 -14 0 00
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Odavde dobivamo ekvivalentni sustav jednadzbi

r1 + 29 — 1024 = —9,

T3 — Ty = —7,
odnosno

1 = —9 — 29 4+ 1024,
T3 = —7 + 7.234

gdje su x5 i x4 slobodne varijable. Opée rjesenje sustava je dano sa

T -9 — To + 10512'4 -9 —1 10
0 1 0
X = 2 2 = + 29 + 24
T3 -7+ Txy -7 0 7
Ty Ty 0 0 1
pri cemu je
-9
0
Xy =
=7
0
partikularno rjesenje, a
—1 10
1 0
X, = , X9 =
o 2Tl
0 1

su fundamentalna rjesenja pripadnog homogenog sustava. [
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Poglavlje 6

Matri¢na reprezentacija linearnog

operatora

6.1 Koordinate u vektorskom prostoru

Neka je V' vektorski prostor nad poljem F i neka je B = {ejy,es,...,e,} baza od V.

Svaki vektor v € V' ima jedinstveni prikaz kao

V=161 + agey + -+ -+ Qpé, (6.1)
za neke skalare a; € F. Skalare aq, as, ..., «a, nazivamo koordinate vektora v u bazi
B, a stupac matricu

aq
Qo

s = | (6.2)
a?’b

nazivamo koordinatna matrica vektora v u bazi B. Vazno je naglasiti da koordinatni
prikaz vektora v ovisi o izboru baze, stoga isti vektor v ima razli¢ite koordinatne
matrice u razlicitim bazama od V. Funkcije \;: V' — F definirane sa \;(v) = ay,
1 <17 < n, nazivamo koordinatne funkcije. O¢cigledno je da su koordinatne funkcije
linearna preslikavanja iz prostora V' u polje skalara F pa je \; element dualnog pros-
tora V*.

108
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Promotrimo kako izgledaju koordinatne matrice vektora baze ey, es, ..., e, u bazi B.
Imamo
er=1-e1+0-ea+---+0-¢,, (6.3)
eao=0-e1+1-ea4+---4+0-¢,, (6.4)
en:0'61+0'€2+"'+1'6n, (65)
stoga je
0 0
0 1 0
le1]s = NE lea]p = SR len] = e (6.6)
0 0 1

Obzirom da u vektorskom prostoru V' mozemo birati razli¢ite baze, zanima nas kako se
mijenja kooridnatni prikaz vektora v € V' ako promijenimo bazu od V. Pretpostavimo
da je B' = {e},¢€,,..., e} neka druga baza prostora V. Vektor e}, u polaznoj bazi B
ima prikaz

€, = Birer + Pores + - - + Buren (6.7)

za neke skalare 3;; € F. Koordinatna matrica vektora ej u bazi B je dana sa

Bk
Bar,
[6;6]3 = : . (68)
ﬂnk
Definirajmo matricu
Buu Pz - Bin
P 5?1 Ba .. ﬁ.Qn (6.9)
ﬂnl ﬁn? s ﬁnn
gdje su stupci matrice P koordinate vektora e/, €, ..., e/, ubazi B. Vektori e, e, ..., el

su linearno nezavisni Sto povlaci da matrica P ima n linearno nezavisnih stupaca.

Stoga je rang matrice r(P) = n pa je P regularna matrica.
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Definicija 6.1. Matricu P nazivamo matrica prijelaza iz baze B u bazu B'.

Matrica prijelaza P se tvori tako da se vektori nove baze B’ izraze kao linearna
kombinacija vektora polazne baze B i dobiveni koeficijenti u linearnoj kombinaciji
se posloze u stupce matrice P. Poznavajué¢i matricu prijelaza mozemo lako odrediti

koordinate vektora u novoj bazi.

Teorem 6.1. Neka su B = {ey,es,...,e,} @ B' ={€|,é,, ... e} baze prostora V i
neka su [v]p i [v]p koordinatne matrice vektora v € V.. Ako je P matrica prijelaza iz

baze B u bazu B’, onda je

P[U]B/ = [U]B 7 P_I[U]B = [U]B/. (610)

Dokaz Neka je v € V. Vektor v ima prikaza u bazama B i B’ kao

v:Zak ek, (6.11)
k=1

v = Z ), € (6.12)
k=1

za neke skalare oy, o) € F, 1 < k < n. Ako je P = [§;;] matrica prijelaza iz baze B

u bazu B’, onda je vektor e u bazi B dan sa
e = Z Bik €; (6.13)
i=1

Supstitucijom izraza (6.13) u (6.12) dobivamo

v = z”: (zn:@k €) = z”: (Xn:ﬁika;)ei. (6.14)

k=1 =1 i=1 k=1

Usporedbom jednakosti (6.14) i (6.11) zakljucujemo da je a; = > 7 ; Bixcr). U ma-
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tricnom obliku imamo

(651 511 512 ﬁln 0/1
e%) _ 6?1 Baa ... @2n 0/2 ’ (6.15)

(07% ﬁnl ﬁn2 /Bnn Oé;l

Sto povlaci da je [v]p = P[v]p. Bududije P regularna matrica, slijedi da je P~![v]p =
[U]B/. [ |

Primijetimo da zapravo matrica P~! prevodi koordinate vektora v iz baze B u bazu

B’ iako se P naziva matrica prijelaza iz baze B u bazu B’.

Primjer 6.1. Neka su B = {(1,0),(0,1)} i B’ = {(1,2),(3,5)} dvije baze Euklidskog
prostora R?. Ako vektor v ima prikaz u bazi B’

] = [_1 : (6.16)

2

odredite prikaz vektora v u standardnoj bazi B. Ovaj problem mozemo rijesiti na
dva nacina: direktno i pomoc¢u matrice prijelaza P iz baze B u bazu B’. Odredimo

matricu prijelaza P. Uvedimo oznake

er = (1,0), e = (0,1), €} =1(1,2), e, = (3,5). (6.17)
Onda je
el =1le; +2ey, €y =3e; + Hey (6.18)
pa je matrica prijelaza dana sa
1 3
P = : (6.19)
2 5

Prema teoremu 6.1 imamo

[v]p = Plu]p = E 2] [_21] = [Z] : (6.20)

Ovaj rezultat mozemo direktno provjeriti jer iz (6.16) sijedi da je

v=—1€|+ 2 =—1-(1,2) + 2 (3,5) = (5,8) = 5e; + Sey. (6.21)
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Stoga je
(] = H (6.22)

Sto se slaze s jednakosti (6.20). O

6.2 Matricni prikaz operatora

Neka su U i V vektorski prostori nad poljem F s bazama A = {ej,es,...,e,} i
B ={fi1, fa, ..., fm} redom. Opéenito pretpostavljamo da U i V' nemaju istu dimen-
ziju, odnosno n # m. Linearnom operatoru T: U — V mozemo pridruziti matricu
[T'](a,5) u paru baza (A, B) pomocu koje mozemo odrediti kao operator T' djeluje
na vektore iz prostora V. Prikaz operatora pomoc¢u matrice je od velike praktic¢ne i

teorijske vrijednosti jer se iz matrice mogu lako vidjeti mnoga svojstva operatora.

Operator T: U — V je jedinstveno odreden djelovanjem na vektore baze e, € U.
Vektor T'(ex) € V mozemo napisati kao jedinstvenu linearnu kombinaciju vektora iz
baze B,

T(ex) = anfi + qopfo+ - 4+ Ot fin (6.23)

za neke skalare «o;; € F.

Definicija 6.2. Matrica

ann Q12 ... Qip
21 Qoo ... Q2

[Tlan = | . - (6.24)
Um1 Qm2 ... Omp

se naziva matrica operatora T u paru baza (A, B).

Ako podrazumijevamo o kojim se bazama radi, onda matricu operatora mozemo
oznaciti s [T]. Primijetimo da matricu operatora 7" tvorimo tako da kooridate vek-

tora T'(e1),T(ez),...,T(e,) poslozimo u stupce matrice [17(4,pg).
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Primjer 6.2. Neka su A = {1,z,2%} i B = {1,z — 1,2° — z,2® — 2?} baze prostora
polinoma P5 i P3 redom. Odredite matri¢ni prikaz operatora mnozenja T': Py — Ps,
T(p(z)) = xp(x), u paru baza (A, B).

Polinome T'(1), T'(x) i T'(x?) je potrebno napisati kao linearne kombinacije vektora iz

baze B. Imamo

T)=z=1+(x—1)+0- (2> —2)+0- (2 — 27, (6.25)
Tx)=a>=1+(@—1)+ (@ —2)+0- (2° — 2?), (6.26)
T =2 =14 (x — 1) + (2 — 2) + (2* — 2?), (6.27)

pa je matrica operatora dana sa

(T)am) = (6.28)

O O =
O VR = =
—_ = =

O

Ako poznajemo matricu operatora 1T: U — V|, mozemo lako odrediti kako 7" djeluje
na vektore iz prostora V jer se djelovanje operatora prikazuje pomocu matri¢nog

mnozenja.

Teorem 6.2. Neka je T: U — V' linearni operator i neka su A i B baze prostora U
1V, redom. Onda je
[T'(u)ls = [T](a,B) [u]a (6.29)

za svaki vektor uw € U.

Prema ovom teoremu, koordinatna matrica vektora T'(u) je jednaka umnosku matrice

operatora 1" i kooridnatne matrice vektora u.

Dokaz Neka su A = {ej,es,...,e,} i B = {fi, f2,..., fm} baze prostora U i V
redom. Neka je [T ) = [o;;] matrica operatora T u paru baza (A, B). Onda je

T(er) =Y oufi, k=12, n (6.30)
=1
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Ako je u=3Y",_, cr e € U, iz linearnosti operatora T slijedi

n k m m n
T(u) = Z cx T'(ex) = Z%( ozmﬁ) = Z ( aikck> fi- (6.31)
k=1 k=1 i=1 i=1 k=1
Ovo povlaéi da je koordinatna matrica vektora T'(u) u bazi B dana sa
Zzzl Q1kCk Q1 @2 ... Oap €1
Zzzl Aok Ci Qg1 Q92 ... Qop Co
()]s = | < : 1% = Dl (632
Zzzl Ak Cl Am1 Op2 ... Oy Cn

Primjer 6.3. Neka je D: P3 — P3 operator deriviranja D(p(z)) = p'(x). Odredite
koordinatnu matricu polinoma D(p(z)) gdje je p(z) = a+bx + cx? 4+ dx® u standarnoj

bazi B = {1, x,2?, 2} tako da odredite matricu operatora [D]p p).

Imamo
D1)=0=0-1+0-24+0-2>+0-2°, (6.33)
Dx)=1=1-14+0-2+0-2+0-2° (6.34)
D(x*)=22=0-14+2-24+0-22+0-2°, (6.35)
D(*)=32>=0-1+0-2+3-2°+0- 27 (6.36)
stoga je matrica operatora D u paru baza (B, B) dana sa
0100
0020
D = 6.37
0000
Sada je
01 0 0f |a b
0 0 2 0f|0b 2c
D(p(x =D g = = . 6.38
De@)s = Dlwap@ls =, o ol [ =[5 (6:35)
00 0 0] |d 0
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Odavde slijedi da je D(p(x)) = b+ 2cx + 3dz? $to je, naravno, derivacija polinoma
p(z) = a+bxr+ cx? + da*. O

Promotrimo sada kako se ra¢unaju matrice zbroja operatora 17"+ S i umnozka ope-

ratora skalarom AT

Teorem 6.3. Neka su U i V' vektorski prostori nad poljem F i neka suT,S: U — V

linearni operatori. Neka su A i B baze prostora U i V redom. Onda vrijedi
(1) [T+ Sla,m) = [Tla,m) + [Sla,5),

(ii) [)\T](A,B) :)\[T](A,B)> A€ F.

Dokaz (i) Neka je A = {ey,€e9,...,e,} baza od U i neka je B = {f1, f2,..., fm} baza
od V. Neka su [T]a,p) = [ovi;] 1 [S](a,5) = [Bi;] matrice operatora T'i S u zadanim

bazama. Onda vrijedi

T(ex) = Zaikfia S(ex) = Zﬁmfu (6.39)
=1 k=1
stoga je
(T +S)(ex) = Tlex) + Slex) = Y _onfi+ > Bufi =Y (uw+ Bu) fi (6.40)
i=1 k=1

=1

Ovo implicira da je matrica operatora 7'+ S dana sa
[T+ Slia,p) = laij + Bis] = lowg] + [8i5] = [T]ea,) + [Sla)- (6.41)

(ii) Neka je A € F. Za operator AT vrijedi

m

(AT)(er) = AT(ex) = A _aufi =Y (Ao fi. (6.42)

i=1 i=1
Ovo povlaci da je
[AT)(a,8) = [Mis] = Aay] = A[T](a,5).- (6.43)

Sljedeci teorem nam kazuje kako se racuna matrica kompozicije dvaju operatora.
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Teorem 6.4. Neka suT: U —V i.S:V — W linearni operatori na prostorima U,V
1 W nad poljem F. Neka su A, B i C' baze prostora U,V i W redom. Onda je matrica

kompozicije operatora S oT: U — W dana sa

[S o T)ac) = [SlB,c)[T](a,5)- (6.44)

Dokaz Neka su A = {ey,es,...,en}, B={f1,fo,. - fm} 1 C ={hy,ha,... h.} baze
prostora U,V i W redom. Pretpostavimo da u ovim bazama operatori T i S imaju

matrice
[T](A,B) = [aij]v [ ](B Cc) — [613] (645)
Matrica [T](a,p) je reda (m,n) dok je matrica [S](p,cy reda (r,m). Onda je

m

T(ej) =Y onife i S(fi)= Z Bishi. (6.46)

k=1

Da bismo izrac¢unali matricu operatora SoT — U — W, vektore (SoT')(e;) moramo

napisati kao linearnu kombinaciju vektora hq, hs, ..., h,. Imamo

(SoT)(e;) = S(T(e;) = S anife) =Y S(fr)

r

= i kg < Z 6Zkhz) = i <i ﬁikakj) h;. (6.47)

k=1 i=1 i=1 k=1

Definirajmo matricu I' = [v;;] gdje je

Yii=Y Bwor, 1<i<r 1<j<n (6.48)
k=1

Onda je
(SoT)( Z Vi b (6.49)

Sto povlaci da je I' = [T" o S](4,¢) matrica operatora S o T u paru baza (A,C). Sada
iz (6.48) slijedi da je

[So Ty =[Sl [Tlam)- (6.50)
]
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6.3 Promjena baze i matrice operatora

Prethodno izlaganje pokazuje da matrica operatora T: V' — V ovisi o izboru baze
prostora V. Prirodno se postavlja pitanje kako se mijenja matrica operatora 7' ako u

prostoru V' promijenimo bazu. Odgovor na ovo pitanje daje sljede¢i teorem.

Teorem 6.5. Neka je TV — V linearni operator na prostoru V' i neka je P matrica

prijelaza iz baze B u bazu B’ prostora V. Onda vrijedi

[T)g = P~ [T P. (6.51)

Dokaz Neka je v € V. Prema teoremu 6.2, u bazama B i B’ vrijedi
[T'(0)ls = [T]slv]s, [T(0)]s = [T]zv]s- (6.52)
Ako je P matrica prijelaza iz baze B u B’, onda za vektore v i T'(v) imamo
Plolp = [vls, P[T(v)]s =[T()]s (6.53)
Sada iz (6.52) i (6.53) dobivamo
[T()]s = P[T(v)lp = P[T]p]p = PT]pP~ [v]s. (6.54)
S druge strane je [T'(v)|p = [T]g[v]s pa iz jednakosti (6.53) slijedi
[T)g[v]s = P [Tz P *[v]s. (6.55)

Obzirom da gornja jednakost vrijedi za sve vektore v € V', zakljucujemo da je [T]|p =
P[T)p P!, odnosno

[T)g = P~ [T P. (6.56)
|

Definicija 6.3. Ako za kvadratne matrice A, B € M, (F) postoji reqularna matrica
P e M, (F) takva da je
B =P AP, (6.57)

onda kaZemo da su A i B slicne matrice i da je B dobivena iz A transformacijom

slicnosti ili konjugacijom.



POGLAVLJE 6. MATRICNA REPREZENTACIJA LINEARNOG OPERATORA118

Dakle, svake dvije matrice operatora T: V — V su slicne. Slicne matrice imaju
mnoga zajednicka svojstva koja su od velike vaznosti u problemu dijagonalizacije
operatora koji ¢emo proucavati i sljede¢em poglavlju. Primijetimo da slicne matrice

imaju jednake determinante i trag jer za svaku matricu A € M (n,F) vrijedi
det(A) = det(P'AP) i Tr(A) =Tr(P 'AP) (6.58)

za svaku regularnu matricu P € M (n,F). Stoga determinantu i trag mozemo defini-

rati za svaki operator T: V — V sa
det(T) =det([T]p) 1 Te(T) =Tr([T]p) (6.59)
gdje je B bilo koja baza prostora V.

Primjer 6.4. Neka su B = {(1,0),(0,1)} i B = {(1,-2),(2,—5)} dvije baze Euk-
lidskog prostora R?. Neka je T': R? — R? linearni operator definiran sa T'(z,y) =
(2x — 3y, 4z + y). Odredite matricu operatora 7' u bazi B'.

Neka je P matrica prijelaza iz baze B u B’. Uvedimo oznake e; = (1,0), e = (0,1) i
el = (1,-2), e5 = (2,—5). Onda je
e = ey —2ey, €y =2e; — ey, (6.60)

stoga je matrica prijelaza dana sa

P =
-2 =5

! 2]. (6.61)

Odredimo matricu operatora 7' u kanonskoj bazi B. Imamo

T(61> = (2,4) == 261 + 4627 (662)
T(eg) = (—3, 1) = —361 + es, (663)
Sto povlaci
2 =3
[T]p = L ) ] . (6.64)

Sada je matrica operatora T u bazi B’ dana sa

Tl = PP = | ° 2] 2 —3] [1 2]:[44 101]. (6.65)
—2 1|4 1||-2 5| |-18 —41
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Ako je linearni operator T": V' — V bijekcija, onda mozemo definirati inverzni opera-
tor T71: V — V. Bijektivne operatore nazivamo reqularni operatori. Inverz regular-

nog operatora zadovoljava
ToT'=T"'oT =idy (6.66)

gdje je idy jedini¢ni operator na V' definiran sa idy(v) = v za svaki v € V. Ako je
poznata matrica operatora 71" u nekoj bazi prostora V', zanima nas kako se racuna

matrica inverznog operatora 771

Teorem 6.6. Neka je T:V — V reqularni operator i neka je B baza prostora V.
Onda je
[T~ =[T]5" (6.67)

Drugim rije¢ima, matrica inverznog operatora 7! jednaka je inverznoj matrici ope-

ratora 7.

Dokaz Inverz regularnog operatora zadovoljava T ' oT =T o T~! =idy. Ako je B

baza prostora V', onda je prema teoremu 6.4
[T~ 6[T)5 = [T]5[T7"]p = [idv]. (6.68)

Matrica jedini¢nog operatora idy u bilo kojoj bazi B je jednaka jedini¢noj matrici I,

stoga iz jednakosti (6.68) slijedi da je

T 5 =[T)5" (6.69)



Poglavlje 7

Vlastite vrijednosti, vlastiti vektori

i dijagonalizacija operatora

Neka je T': V' — V linearni operator na prostoru V. Iz prethodnih razmatranja znamo
da matrica operatora T' ovisi o izboru baze prostora V. S obzirom da se algebarske
operacije na matricama najlakse izvode s dijagonalnim matricama, zanima nas je li
za zadani operator 1" postoji baza od V takva je matrica operator u toj bazi dijago-
nalna. Ako takva baza postoji, kazemo da se operator moze dijagonalizirati. U ovom
poglavlju ¢emo prouciti problem dijagonalizacije operatora i odrediti za koje opera-
tore je moguce odabrati takvu bazu. Ovaj problem je povezan s tzv. karakteristicnim

polinomom operatora te vlastitim vrijednostima i vlastitim vektorima operatora.

7.1 Karakteristi¢ni polinom

Neka je f(t) = ant™ + ap_1t" 1 + -+ + ayt + o polinom nad poljem F. Ako je A

kvadratna matrica, onda definiramo
f(A) = a,Ata, (A" 4+ g A+ apl (7.1)

gdje je I jedini¢na matrica reda n. Na taj nac¢in svakom polinomu f(¢) pridruzujemo
preslikavanje f: M(n,F) — M(n,F) definiramo pomoc¢u (7.1). Posebno, kazemo da
je matrica A korijen polinoma f(t) ako je f(A) = 0.

Primjer 7.1. Neka je A =

2
4] i neka su f(t) =22 =3t +71g(t) =t*— 5t — 2.

120
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Onda je

-l 5[t 1

1 0 18 14
7 - , (7.2)
3 4 3 4 0 1 21 39

1 2] _5[1 2]_2[1 0]:[0 0]. 73)
3 4 3 4 0 1 0 0

Dakle, matrica A je korijen polinoma ¢(t). O

9(A) =

Lako se pokazuje da za sve polinome f(t) i g(t) vrijedi
(1) (f +9)(4) = f(A) +9(A),
(i) (Af)(A) = Af(A),

(i) (fg)(A) = f(A)g(A)
zasve Ae M(n,F)i\XePF.

U dijagonalizaciji operatora posebnu ulogu ima tzv. karakteristicni polinom matrice.

Definicija 7.1. Karakteristicni polinom kvadratne matrice A je polinom

Au(t) = det(t] — A). (7.4)
Ako je A = [a;;], onda je
t—ay1 —Qi2 ... —ain
Au(t) = —62121 t—ag ... _C:LQn — " by " ot + ag (7.5)
—C.Lnl —Qp2 ... T —.am

za neke skalare «; € F koji ovise o elementima matrice A. Primijetimo da je
ag = A(0) = det(—A) = (—1)"det(A). (7.6)

Ako se iz konteksta podrazumijeva kvadratna matrica A, onda karakteristi¢ni polinom

matrice A oznacavamo sa A(t).
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Neki posebni slucajevi karakteristicnih polinoma

Promotrimo neke primjere karakteristi¢nih polinoma koji se lako mogu odrediti.

Karakteristi¢ni polinom kvadratne matrice drugog reda

A:

a11 Cl12] (7‘7>

Qg1 G22
se jednostavno moze napisati u obliku

t—ann  —a

A(t) =

2
=1t — (a11 + ag2)t + aj1a92 — a12a91

—ag T — a

=12 — tr(A)t + det(A) (7.8)

Ako je
aix G2 a13
A= lay axp axs (7-9)

a31 azz2 33

kvadratna matrica treéeg reda, onda je karakteristi¢ni polinom dan sa
A(t) = tI‘(A)tz + (All + Ao + Agg)t — det(A) (710)

gdje su Aqq, Ay 1 Aszz kofaktori dijagonalnih elemenata aq1, ags i ass.

Karakteristicni polinom dijagonalne matrice D = diag(Ai, A2, ..., \,) je posebno
jednostavan jer je matrica tI — D dijagonalna pa je njezina determinanta jednaka

umnosku elemenana na dijagonali,

t— A\ 0 0

At) =] =A== A) (1)

0 0 o t=A

Jedan od vaznih rezultata u linearnoj algebri je Hamilton—Cayleyev theorem prema

kojemu je kvadratna matrica A korijen svog karakteristicnog polinoma A 4(t).
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Teorem 7.1 (Hamilton-Cayley). Ako je A(t) karakteristicni polinom kvadratne ma-
trice A, onda je A(A) = 0.

Dokaz Prisjetimo se da adjunkta M kvadratne matrice M zadovoljava jednakost
MM = MM = det(M)]I. (7.12)

Dokaz ovog teorema se dobije ako gornju jednakost primijenimo na matricu M =
tI — A. Neka je A = [a;j] € M,(F) i neka je B(t) adjunkta matrice

t— a1y —a12 c. —d1p
—a t—a ... —Q9p
tr—A=| 2 * o (7.13)
—Qn1 —Qp2 ... T— Qun

Primijetimo da adjunkta B(t) ovisi o varijabli ¢ jer matrica tI — A ovisi o t. Prema

relaciji (7.12), matrice tI — A i B(t) i zadovoljavaju
(tI — A)B(t) = det(t] — A)I. (7.14)

Element B;;(t) se dobije kao determinanta matrice ¢/ — A iz koje je izbrisan i-ti redak
i j—ti stupac. Stoga je Bj;(t) polinom stupnja n — 1 pa matricu B(t) mozemo zapisati
u obliku

B(t) = By_1t" ' + By ot" 2 +--- + Bit + By (7.15)

gdje su By, By, ..., B,_1 matrica reda n — 1 koje ne ovise o varijabli ¢t. Stoga je

(tI — A)B(t) = (tI — A)(B,_1t""' + Bp_ot" > + -+ + Bit + By)
= B, 1 t" '+ B, ot" * 4 -+ Bit + By
—t"'AB,  —t"?AB,_ 5 —--- —tAB; — ABy
=t"B, 1 +t" Y (By_o— AB,_1) + - +t(By — AB;) — ABy. (7.16)

S druge strane, karakteristi¢ni polinom A(t¢) ima oblik

A(t) =" + Oén_ltn_l + -+ Oélt + g (717)
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za neke skalare «; € F. Supstitucijom izraza (7.16) i (7.17) u jednakost (7.14) dobi-

valno
t"Bp_1 +t" Y B,_o— AB,_1) + -+ +t(By — ABy) — ABy =
t" T+ t" o I+ +tog] +apl. (7.18)

Izjednacavanjem koeficijenata uz iste potencije od t zakljucujemo da je

By =1 (7.19)

Bn_g — ABn—l = O-/n—l-[ (720)
B(] — ABl = 061] (721)
—ABO = Oéo]. (722)

MnoZenjem jednakosti (7.19)—(7.21) matricama A", A"~' ... A, redom, dobivamo

A"B, = A" (7.23)

Anian,Q - Aan,1 = OénflAnil (724)
ABy — A’B; = a, A (7.25)

—ABO = O{()I. (726)

Sada zbrajanjem lijeve i desne strane ovih jednakosti dobivamo

0=A"+a, A"+ A+ agl = A(A). (7.27)

Primjer 7.2. Neka je B = . Karakteristicni polinom matrice B je jednak

t—1 =2

A=l

=(t—-1)(t—2)—6=1t>—3t—4. (7.28)

Sada se lako provjeri da je
7 6 -3 —6 —4 0 00
A(B)=B*—-3B -4l = + + = . (7.29)
9 10 -9 -10 0 —4 00
O
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Karakteristi¢ni polinom je invarijantan u odnosu na konjugaciju matrice. Drugim

rije¢ima,

Teorem 7.2. Slicne matrice imaju isti karakteristicni polinom.

Dokaz Neka su A i B slicne matrice. Onda postoji regularna matrica P takva da je

B = P7'AP. Prema Binet-Cauchyevom teoremu je

det(t] — B) = det(tP~'P — P7'AP) = det(P~'(tI — A)P)
= det(P~ ") det(t] — A)det(P) = det(t] — A). (7.30)

Dakle, det(t] — B) = det(tI — A) pa matrice A i B imaju iste karakteristicne poli-

nome. W

Ovo svojstvo karakteristicnih polinoma nam omogucava da definiramo karakteristi¢ni

polinom linearnog operatora 7': V" — V.

Definicija 7.2. Karakteristicni polinom linearnog operatora T:V — V je polinom

kr(t) = det(tl — A) gdje je A matrica operatora T' u bilo kojoj bazi prostora V.

Polinom k() je dobro definiran jer ne ovisi o izboru baze prostora V. Ako su Bi B’
dvije baze prostora V, onda je [T]g = P~!T|gP gdje je P matrica prijelaza iz baze

B u bazu B’. Prema teoremu 7.2 vrijedi
det(t] — [T)p/) = det(t] — P~T|zP) = det(tI — [T)5) (7.31)

sto pokazuje da je polinom kr(t) isti u svakoj bazi prostora V.

Primjer 7.3. Promotrimo operator skaliranja 7T: R? — R? koji svaki vektor v =
(x,y) skalira za faktor o u smjeru x—osi i za faktor 5 u smjeru y—osi. Njegovo djelo-

vanje je dano sa
T(z,y) = (ax, By). (7.32)
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Odredimo karakteristi¢ni polinom operatora T'. Neka je B = {ey, e2} kanonska baza
prostora R? gdje je e; = (1,0) i e3 = (0,1). Onda je

T(er) = (a,0) =aey, T(ez)=(0,8)= e (7.33)

pa je matrica operatora dana sa

ars [3 g] . (7.39)

Stoga je karakteristicni polinom operatora 7' jednak

t—« 0

0 -3 =t — (a+ B)t +apf. (7.35)

kp(t) =

7.2 Vlastite vrijednosti i vlastiti vektori operatora

Sada ¢emo poblize promotriti problem dijagonalizacije operatora, odnosno pronalazenja
baze, ako postoji, u kojoj operator ima prikaz pomocu dijagonalne matrice. U tom

problemu vaznu ulogu imaju vlastite vrijednosti i vlastiti vektori operatora.

Definicija 7.3. Neka je V' wektorski prostor nad poljem F i neka je T:V — V
linearni operator. Ako postoji v € V., v # 0, takav da je

T(v) =X zaneki \eF, (7.36)

onda kazemo da je A\ vlastita vrijednost operatora T', a v vlastiti vektor operatora T

Primijetimo da nul-vektor O trivijalno zadovoljava jednakost 7'(0) = A0 za svaki
A € TF; stoga je po definiciji vlastiti vektor v # 0. Vlastiti vektor operatora 7" ima

svojstvo da T na njega djeluje skaliranjem za faktor .
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Primjer 7.4. Neka je T: R? — R? operator definiran sa TX = AX gdje je A matrica

cose —sina 0

A= |sina cosa 0]. (7.37)
0 0 1
Vektor X = [%] je vlastiti vektor operatora T jer je
cosa —sina 0] |0 0
TX = |sina cosa 0| [0 =]|0] =X. (7.38)
0 0 11 |1 1

Vlastita vrijednost pridruzena vektoru X je A = 1. Operator T predstavlja rotaciju
oko z—osi za kut « u pozitivhom smjeru pa je vektor X, koji lezi na z—osi, oc¢igledno

invarijantan na djelovanje operatora T'. [

Definicija 7.4. Svojstveni potprostor pridruZen vlastitoj vrijednosti A je skup

E\(T)={veV|T({) =} (7.39)

Skup FE\)(T) sadrzi vlastite vektore operatora T pridruzene vlastitoj vrijednosti A

ukljucujuéi nul-vektor 0 € V.

Propozicija 7.1. E\(T) je potprostor vektorskog prostora V.

Dokaz Neka su u,v € V. Onda je T'(u) = Au i T'(v) = v pa vrijedi
Tu+v)=T(u)+T(v) = u+ I =ANu+v) (7.40)
sto implicira u +v € E)(T'). Ako je a € F, onda je
T(ou) = aT(u) = a(lu) = AMou) (7.41)

pa slijedi da je au € E)\(T). Dakle, E\(T) je vektorski potprostor od V. B
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Definicija 7.5. Dimenzija prostora E\(T') se naziva geometrijska kratnost vlastite

vrijednosti \.

Primjer 7.5. Odredite vlastite vektore i vlastite vrijednosti operatora projekcije

P:R? - R? P(z,y) = (,0), te odredite njhove geometrijske kratnosti.

Geometrijsko znacenje ovog operatora je projekcija vektora v = zi + yj na os x jer

vektor ¥ preslikava na vektor zi. Odredimo skalare A € R takve da je
P(z,y) = (z,0) = Az, y). (7.42)
Jednadzba (7.42) daje sustav od dvije jednadzbe
A=z, MIy=0. (7.43)
Nas zadatak je odrediti sve moguce vrijednosti A za koje sustav (7.43) ima netrivijalna
rjesenja.
1. Ako je A = 0, onda je x = 0 iy € R je proizvoljan. Dakle, A = 0 je vlastita

vrijednost operatora P s pripadnim vlastitim vektorom v = (0,y), y # 0.

2. Ako je A # 0, onda treba razlikovati slucajeve A =11 XA #£ 1. Za X\ = 1, jednadzba
(7.43) ima netrivijalno rjesenje, € R je proizvoljan i y = 0. Dakle, A = 1 je
vlastita vrijednost s pripadnim vlastitim vektorom v = (x,0), x # 0. Ako je
A # 1,0, onda sustav (7.43) ima samo trivijalno rjeSenje © = y = 0 pa A # 1,0

nije vlastita vrijednost operatora P.
Zakljucujemo da projekcija P ima dvije vlastite vrijednosti

A1 =0 s vlastitim vektorom v; = (0,y), y # 0, (7.44)
Ay =1 s vlastitim vektorom vy = (z,0), x # 0. (7.45)

Svojstveni potprostori operatora P su
E\ (P)={yes |y e R}, E\(P)={zxe|zeR} (7.46)

gdje su e; = (1,0) i e = (0,1). Geometrijske kratnosti vlastitih vrijednosti su
dim By, (P) = 11 dim B, (P) = 1. O
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Definicija 7.6. Skup svih vlastitih vrijednosti operatora T, u oznaci o(T), nazivamo

spektar operatora T.

Jedan od osnovnih problema u teoriji operatora je odredivanje njegovog spektra.
Spektralna teorija ima mnoge vazne primjene u fizici kao sto je odredivanje energetskih
nivoa u nekom fizikalnom sistemu ili odredivanje vlastitih frekvencija titranja sistema.
Spektar operatora T je povezan s korijenima karakteristicnog polinoma kz(t). U

odredivanju vlastith vrijednosti operatora T koristimo se sljede¢im teoremom.

Teorem 7.3. Neka je V' wektorski prostor na poljem F. Skalar X € F je vlastita
vrijednost operatoral': V. — V ako i samo ako je A korijen karakteristicnog polinoma
odT.

Dokaz Skalar A je vlastita vrijednost operatora 1" ako i samo ako postoji vektor v # 0

takav da je T'(v) = Av, odnosno

(T — Nidy)(v) = 0. (7.47)
Jednadzbu (7.47) mozemo zapisati u matricnom obliku

(15 = AD)[v]p =0 (7.48)

gdje je B bilo koja baza prostora V. Matri¢na jednadzbe (7.48) predstavlja homogeni
sustav jednadzbi za komponente vektora v # 0. Ovaj sustav ima netrivijalno rjeSenje

[v]p # 0 ako i samo ako je
det([T]p — AI) = 0. (7.49)
Dakle, A je vlastita vrijednost operatora T" ako i samo ako je A korijen karakteristicnog

polinoma kr(t) = det([T|g —tI). B

Primijetimo da ovaj postupak odredivanje vlastitih vrijednosti ne ovisi o odabiru baze

prostora V. Ako je B’ neka druga baza od V', onda je matrica operatora [T dana
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sa [T = P[T]pP~! gdje P matrica prijelaza iz baze B u B’. Stoga su matrice [Tz
i [T]p slicne pa imaju isti karakteristiécni polinom jer je prema Binet—Cauchyevom

teoremu

det([T)p — M) = det(P[T|gP~* — \I)
=det(P([T]p — A)P™") = det([T]p — AI) (7.50)
Primjer 7.6. Odredite vlastite vrijednosti operatora projekcije P: R? — R? P(z,y) =

(x,0).

Neka je B = {e1, €5} kanonska baza prostora R%. U toj bazi imamo

P(el) = P(l,O) = (1,0) = 161 + 062, (751)
P(e3) = P(0,1) = (0,0) = Oey + Oes. (7.52)

Neka je A matrica operatora P u bazi B,

10
A= [o 0] . (7.53)

Karakteristi¢ni polinom je dan sa

t—1 0

kp(t) = det(t] = A) = | ©J= (=1t (7.54)

Korijeni polinoma kp(t) su A\; = 01 Ay = 1. Dakle, projekcija P ima dvije vlastite

vrijednosti 0 i 1 u skladu s primjerom 7.5. [J

Vazno je napomenuti da korijeni karakteristicnog polinoma ovise o polju F. Pretpos-
tavimo da je k(t) = 3 — 2t? + ¢ — 2 karakteristi¢ni polinom operatora T: V — V.

Ako je V realni prostor, onda k(t) mozemo fakorizirati kao
k()= (2 +1)(t—2) (7.55)

pa T ima jednu realnu vlastitu vrijednost A = 2. Ako je V kompleksni prostor, onda

k(t) mozemo faktorizirati na linearne faktore

k(t) = (t —i)(t +9)(t — 2) (7.56)
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pa T" ima dvije kompleksne vlastite vrijednosti A\; o = £, ¢ = y/—1, i jednu realnu

vlastitu vrijedost A3 = 2.

Ako je A kvadratna matrica reda n, onda njezin karakteristicni polinom ima op¢i
oblik
Al) ="+ ap 1t" oy ot" P+ ot + ap. (7.57)

Prema Osnovnom teoremu algebre, polinom A(t) se uvijek moze faktorizirati na li-

nearne faktore s koeficijentima u polju kompleksnih brojeva,

A) = (tE—A)(E—Ao)...(E—Ny), N eC, (7.58)

gdje se neki od korijena )\; mogu ponavljati vise puta. Ako se Ay ponavlja my puta,
onda kazemo da je m, algebarska kratnost vlastite vrijednosti A. Iz faktorizacije

(7.58) dobivamo sljedeci vazan rezultat.

Teorem 7.4. Ako je T: V — V linearni operator na kompleksnom prostoru V

dimenzije n, onda T ima barem jednu i najvise n razlicitih vlastitih vrijednosti.

Doista, ako su sve vlastite vrijednosti u faktorizaciji (7.58) iste, onda je T ima jednu
vlastitu vrijednost algebarske karatnosti n. S druge strane, ako su sve vlastite vrijed-

nosti u (7.58) razlicite, onda T ima n vlastitih vrijednosti kratnosti jedan.

Primjer operatora koji ima to¢no jednu vlastitu vrijednost je operator ¢ija matrica

ima oblik -~ _
a 1 0 0
0O a1l ... 0
Janm = |: e (7.59)
: 1
000 ... a

Matrica ovog tipa se naziva Jordanova blok-matrica reda n i njezin karaktersti¢ni

polinom je dan sa
At) = (t—a)". (7.60)

Stoga matrica J,, ima jednu vlastitu vrijednost A = a algebarske kratnosti n.
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Postupak odredivanja vlastitih vrijednosti i vlastitih vektora operatora

U postupku odredivanja vlastitih vrijednosti i vlastitih vektora operatora 7', vodimo

se sljede¢im koracima. Neka je A matrica operatora T u odabranoj bazi prostora V.
(1) Odredite korijene karakteristicnog polinoma A(t) = det(t — A).

(2) Za svaki korijen A polinoma A(t) odredite fundamentalna rjesenja homogenog

sustava jednadzbi

(A= AX =0. (7.61)

Fundamentalna rjesenja sustava (7.61) su linearno nezavisni vlastiti vektori koji

tvore bazu potprostora F)(T).

(3) Skup svih vlastitih vektora iz koraka (2) koji su dobiveni za svaki korijen polinoma

A(t) daje skup svih vlastitih vektora operatora T

Primjer 7.7. Neka je T: R? — R? operator zadan matricom

1 2
e .

Odredite vlastite vrijednosti i vlastite vektore operatora 7.

Karakteristi¢ni poliom operatora T je dan sa

t—1 =2

det(tl — A) = 5 1o

=t —3t—4=(t—4)(t+1). (7.63)

Operator T' ima dvije vlastite vrijednosti A\ =41 Ay = —1.
Za A\ = 4, vlastiti vektori zadovoljavaju homogeni sustav

(A—4D)X = [_33 _23] [2] - [8] (7.64)

sto povladi 3x; — 2z = 0. Aka za parametar odaberemo x, onda je opce rjesenje

T 1
X = [§x1] =T [§] 5 xr1 € R. (765)

2 2
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Stoga za vlastiti vektor mozemo odabrati

! (7.66)

V1 =

N

Vektor vy razapinje vlastiti potprostor Ey, (7).

Sliéno, za Ay = —1 vlastiti vektori zadovoljavaju homogeni sustav

2 2 T 0
wen-[ 3 - ) .

Odavde slijedi da je 1 + x5 = 0 pa opce rjesenje ima oblik

X — [ o ] _ [_11] o eR (7.68)

Stoga za vlastiti vektor mozemo odabrati

1
V. g
T

Vektor v; razapinje vlastiti potprostor E),(T). U oba slucaja, vlastiti potprostori
E,\,(T)1i E,,(T) su jednodimenzionalni. [J

(7.69)

Sljededi primjer pokazuje da vlastiti potprostori mogu biti visedimenzionalni jer jed-

nadzba T'(v) = Av moze imati viSe linearno nezavisnih rjesenja.

Primjer 7.8. Odredite vlastite vrijednosti i vlastite vektore operatora S: R? — R3

zadanog matricom

0 -1 —1
A=11 2 1. (7.70)
1 1 2
Karkteristicni polinom operatora S je
t 1 1
det(t] —A)=|-1 t—2 —1|=t3 -4t +5t—-2=(t—-1)>2*t—-2). (7.71)
-1 -1 t-2

Operator S ima vlastite vrijednosti A\; = 1 algebarske kratnosti dva i Ay = 2 algebar-

ske kratnosti jedan.
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Za A\ = 1, vlastiti vektori su rjesenja homogenog sustava
-1 -1 —1| |x,

A-DX=|1 1 1
1 1 1 T3

(7.72)

=

no

I
o o o

Ovo implicira 1 + x5 + 3 = 0 pa opce rjeSenje sustava mozemo pisati u obliku

—X2 — X3 -1 —1
X = To =20 | 1 | 4+23| 0|, zg,23€E R. (773)
XT3 0 1

Pripadni vlastiti vektori su dani sa

V1 = 1 s Vg = 0 . (774)

Vektori vy 1 v9 razapinju vlastiti potprostor E)y,(S). Sli¢no, vlastiti vektori za Ay = 2

zadovoljavaju homogeni sustav

(A-20X=|1 0 1] |z|=]|0]. (7.75)
1 1 0 T3 0

Odavde slijedi da je 1 +x3 = 01 1 + x5 = 0, stoga je opce rjesenje dano sa

T 1
X=|-z|=21|-1|, 21€R (776)
—XT9 —1

Za vlastiti vektor mozemo odabrati

vy = [—1]. (7.77)

Vektor v; razapinje vlastiti potprostor Fy,(S). U ovom slucaju vidimo da je dim E), (S) =
21 dim By, (S) = 1. O
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Primjer 7.9. Odredite vlastite vrijednosti i vlastite vektore operatora T': C* — C?

zadanog matricom

2 0
A=10 1 —-2]. (7.78)
2 2 —1
Matrica A ima karakteristicni polinom
t—1 =2 0
det(I—A)=| 0 t-2 2 |=-+t*-3t-5=—(t+1)(t*—2t+5). (7.79)

—2 -2 t+1

Kvadratni polinom ima kompleksne korijene 1 4 27 i 1 — 2¢, stoga T' ima vlastite
vrijednosti Ay = —1, A =14+211 A3 =1— 2.

Za A\ = —1, vlastiti vektori su rjesenja sustava
2 2 0 T 0
(A+1)= 1|0 2 =2 [zo| = |0 (7.80)
2 2 0 T3 0

Sustav ima dvije linearno nezavisne jednadzbe 2x; 4+ 225 = 01 225 — 223 = 0 pa je

opce rjesenje sustava dano sa

—T9 —1
X =1 29 =x9| 1|, wzeR (781)
) 1

Stoga je pripadni vlastiti vektor

Za Ny = 1+ 21, vlastiti vektori zadovoljavaju sustav

-2 2 0 T 0
(A-(1+20)X=|0 -2 -2 zy| = [0 (7.83)
2 2 =22 | 0

iz kojega dobivamo

—2ZQ31 + 2&32 = 0, —221’2 — 2I3 = O, 2&31 + 2132 — (2 + 22).7?3 =0. (784)
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Prve dvije jednadzbe mozemo napisati kao
To — ixl, T3 = iIQ = —I (785)

pa uzimajuci x, za parameter opcée rjeSenje pisemo u obliku

I 1
X=l|txy| =211 ]|, x€C. (786)
—T —1

Kako je operator T' definiran na kompleksnom vektorskom prostoru, to su koordinate

vektora X opcéenio kompleksni brojevi. Odavde dobivamo pripadni vlastiti vektor

Slicno se pokazuje da vlastita vrijednost A —3 = 1 —2¢ ima kompleksni vlastiti vektor

Dakle, matrica A ima jednu realnu i dvije kompleksno konjugirane vlastite vrijednosti
Ao = A3. Primijetimo da su pripadni vlastiti vektori takoder kompleksno konjugirani
jer je vy = v3. Ovo pravilo vrijedi opcenito za realne matrice s kompleksnim vlastitim

vrijednostima. [J

Propozicija 7.2. Neka je A realna matrica reda n koja ima kompleksnu vlastitu
vrigednost X € C 1 pripadni vlastiti vektor v € C". Onda je v vlastiti vektor koji

pripada vlastitoj vrijednosti .

Dokaz Konjugiranjem jednakosti Av = v dobivamo Ao = Ao jer je Av = Av. Ma-
trica A je realna, stoga je A = A §to povladi Av = M. Zakljuéujemo da je v vlastiti

vektor matrice A koji pripada vlastitoj vrijednosti A. W

Ovo zapazanje skra¢uje postupak odredivanja vlastitih vektora realne matrice jer
je dovoljno izracunati samo jedan vlastiti vektor za svaki par konjugiranih vlastitih

vrijednosti A i \.
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7.3 Dijagonalizacija operatora

Neka je T: V' — V linearni operator na prostoru V. Djelovanje operatora 7" na vek-
tor v € V se moze prikazati umnoskom matrice operatora 7' i koordinatne matrice
vektora v. Algebarske operacije s dijagonalnim matricama su posebno jednostavne.
Stoga se prirodno namece pitanje je li postoji baza prostora V' u kojoj je matrica ope-
ratora 1" dijagonalna. Ako takva baza postoji, onda kazemo da se operator T" moze
dijagonalizirati. Problem dijagonalizacije operatora je usko povezan s vlastitim vri-
jednostima i vlastiti vektorima operatora. U ovom poglavlju ¢emo prouciti pod kojim
uvjetima se operator moze dijagonalizirati te ¢emo poblize upoznati svojstva takvih

operatora. Sljedeci teorem je prvi korak ka rjesavanju problema dijagonalizacije.

Teorem 7.5. Neka su Ai, Ao, ..., A\, medusobno razlicite vlastite vrijednosti operatora
T:V — V s pripadnim vlastitim vektorima vy, v, ..., v,, redom. Onda je skup S =
{v1,v9,...,0,} linearno nezavisan.

Dokaz Dokaz provodimo indukcijom po broju vlastitih vektora n. Ako je n = 1, onda

je skup S = {v;} linearno nezavisan jer je v; # 0 (po definiciji vlastitog vektora).

Pretpostavimo sada da su vektori vy, vg,...,v,_1 linearno nezavisni. Zelimo pokazati
da su vektori vy, ve, ..., v, linearno nezavisni. Neka je
01 + QaUs + - - - + av, = 0. (7.89)

Djelovanjem operatora T na jednakost (7.89) dobivamo
A V] + QAo + - - ap AU, = 0. (7.90)
Mnozenjem jednakosti (7.89) s \,, imamo
1A U1 + g\ Uug + - -+ A v, = 0 (7.91)
pa oduzimanjem (7.91) od (7.90) dobivamo
ar(N — Ap)vr + an(Ae — Ap)va + - + a1 (A1 — A\p)vn—1 = 0. (7.92)

Po pretpostavci indukcije, vektori vy, vg,...,v,_1 su linearno nezavisni, stoga iz jed-
nakosti (7.92) sijedi
061:(12:...:0[”,1:0 (793)
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jerje\; — A, #0zasvei=1,2...,n— 1. Sada iz jednakosti (7.91) dobivamo

anv, =0 (7.94)
sto implicira «,, = 0 jer je v, # 0. Dakle, a; = 0 za sve ¢+ = 1,2,...,n pa slijedi da
su vektori vy, vg, ..., v, linearno nezavisni. M

Vazna posljedica prethodnog rezultata je

Teorem 7.6. Neka je V' wvektorski prostor nad poljem F i neka je n = dimp V. Ako
linearni operator T:'V — V ima n razlicitih vlastitih vrijednosti Ay, Ao, ..., A\, € T,

onda pripadni vlastitt vektori vy, vs, ..., v, tvore bazu od V.

Dokaz Prema prethodnom teoremu vektori vy, vs, ..., v, su linearno nezavisni jer su
vlasite vrijednosti Ai, A9, ..., A, medu sobno razlicite. Vektori vy, v, ..., v, razapinju

prostor V jer je n = dimp V, stoga je {vy,vs,...,v,} baza od V. B

Korolar 7.1. Neka je V' wvektorski prostor nad poljem F i neka je n = dimp V. Ako
karakteristicni polinom operatora T': V — V ima n razlictih korijena u polju IF, onda

pripadni vlastiti vektori tvore bazu od V.

Dokaz Prema teoremu 7.3, korijeni karakteristicnog polinoma od 7' su vlastite vri-
jednosti operatora T'. Stoga T ima n razli¢itih vlastitih vrijednosti pa prema teremu

7.6 vlastiti vektori od T' tvore bazu prostora V. B

U primjeru 7.7, operator T': R? — R? ima dvije razli¢ite vlastite vrijednosti A\, = 4 i

Ao = —1. Pripadni vlastiti vektori

vy = E] , U= [_11] (7.95)

¢ine bazu prostora R2. Vazno je, medutim, naglasiti da vlastiti vektori operatora

mogu tvoriti bazu prostora i onda kada je broj razlicitih vlastitih vrijednosti manji
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od dimenzije prostora. U primjeru 7.8, operator S: R?® — R3 ima dvije vlastite

vrijednosti A\; i Ay = 2, ali ima tri linearno nezavisna vlastita vektora

—1 —1 1
nv=1|11|, vu=[0], v3=]-1 (7.96)
0 1 -1

koji tvore bazu prostora R3.

Definicija 7.7. Ako vlastiti vektori operatora T:V — V tvore bazu od V', onda
kazemo da 'T" ima potpuni skup vlastitih vektora i T nazivamo poluprosti operator. U

protivnom kaZemo da je T defektni operator.

Drugim rijecima, defektni operator je operator koji nema dovoljno mnogo linearno
nezavisnih vlastitih vektora koji mogu razapeti prostor V. Sada mozemo dokazati

glavni rezultat o dijagonalizaciji operatora.

Teorem 7.7. Linearni operator T: V. — V' se moZe prikazati dijagonalnom matricom
D ako i samo ako V ima bazu koja se sastoji od vlastitih vektora operatora T'. U tom

slucagu, elementi na dijagonali od D su vlastite vrijednosti operatora T

Dokaz Pretpostavimo da V' ima bazu B = {vy, v, ...,v,} koju tvore vlastiti vektori
operatora T,
T(’UZ) = )\i?)i, 1= 1, 2... ,n, (797)

(gdje se neke vlastite vrijednosti A; mogu ponavljati vise puta). U bazi B, vektore

T'(v;) mozemo zapisati kao

T(Ul) = )\1"01 = )\1’01 + O’U2 +---+ O’Un, (798)
T(UQ) = )\21}2 = 0’01 + )\21)2 + -+ Ovn, (799)

T(vn) - )‘nvn = 0U1 + 0U2 + -+ /\nvn‘ (7100)
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Stoga je matrica operatora T' u bazi B dijagonalna matrica

A0 .0
0 X ... 0
Tls=1{. . . (7.101)
0 0 ... A\
Pretpostavimo sada da je B = {vy,vs,...,v,} baza prostora V u kojoj T" ima dijago-
nalnu matricu (7.101). Kooridante matrice vektora v; u bazi B su dane sa
1 0 0
0 1 0
[Ul]B = o [UQ]B = o . [Un]B = N (7102)
0 0 1
Stoga za vektora T'(v;) u bazi B vrijedi
o o]
A1 O 0
0 X ... 0 ' i
[T(UZHB = [T]B[Uz‘]B = : : : 1| = )\z = )\z[vz]B (7103)
0 0 Al | )
Dakle, vy, v, ..., v, su vlastiti vektori operatora 7' s pripadnim vlastitim vrijedno—

stima Ay, Ao, ..., A,. W

Iz teorema 7.6 1 7.7 slijedi da se operator T': V' — V moze dijagonalizirati ako ima n
razlicitih vlastitih vrijednosti Ay, Ag, ..., A\, € F gdje je n = dimp V' jer tada pripadni

vlastiti vektori tvore bazu prostora V' u kojoj je matrica operatora dijagonalna.

Postupak za dijagonalizaciju matrice operatora

Pretpostavimo da je A matrica operatora T: V' — V u nekoj bazi prostora V' i neka
je n = dimp V. Na$ zadatak je odrediti bazu prostora V koju ¢ine vlastiti vektori

operatora T'. Ovaj postupak mozemo opisati sljede¢im koracima.

(1) Odredite vlastite vrijednosti A1, Aa, ..., A, iz korijena karakteristicnog polinoma

A(t) = det(tI — A) (neke vlastite vrijednosti se mogu ponavljati vise puta).
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(2) Odredite linearno nezavisne vlastite vektore vy, va, ..., Up,.

(3) Ako je m < n, onda se T ne moze dijagonalizirati. Ako je m = n, onda odredimo

matricu prijelaza P iz poCetne baze u bazu vlastitih vektora B = {v,va,...,v,}.

(4) Matrica operatora T u bazi B je dana sa

A O .. 0
» 0 A ... O

[T =P AP =| e (7.104)
0 0 ... A\

Primjer 7.10. Dijagonalizirajte operator T': R? — R? ¢ija je matrica u kanonskoj

bazi dana sa

4 2
A= (7.105)
3 —1
(1) Karakteristi¢ni polinom matrice A je
t—4 =2
At) = =t*—3t—10 = (t = 5)(t +2). 7.106
w="2" G5+ (T100)

(2) Vlastite vrijednosti operatora T'su Ay =51 Ay = —2.

(3) Odredimo vlastite vektore za A; = 5. Trazimo rjeSenja homogenog sustava
-1 2 0
(A—50)X = - (7.107)
3 =6 |29 0

—x1 + 21’2 = O, 3ZE1 - 6[L‘2 = 0. (7108)

Sto daje

Primijetimo da se sustav svodi na jednu jednadzbu —xq + 2z = 0. Ako za parametar

odaberemo varijablu x5, onda je opce rjesenje dano sa

X = [2562] — 2, H . zp€R. (7.109)

X2

Stoga za pripadni vlastiti vektor mozemo uzeti

v = H . (7.110)
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Odredimo sada vlastite vektore za Ao = —2. Vlastiti vektori su rjesenja sustava

[2] - [8] (7.111)

6ZE1 + 2ZE2 == 07 31’1 + To = 0. (7112)

2
(A+20)X = [6
31

Sto implicira

Dakle, sustav ima jednu jednadzbu 3x + x2 = 0 ¢ije rjeSenje mozemo parametrizirati

varijablom x;. Opce rjesenje je dano sa

X = [ 7 ] — [_13]  mER (7.113)

—3.’L’1

Za pripadni vlastiti vektor mozemo odabrati

Vektori v; i v su linearno nezavisni i tvore bazu prostora R?. Stoga se operator T’
moze dijagonalizirati u bazi B = {v1,v2}. Matrica prijelaza iz pocetne baze u bazu
B je

2 1
Determinanta matrice je det(P) = —7 pa je inverzna matrica

LN [PV

N

e RN N

Sada se lako provjeri da je matrica operatora u bazi B dana sa

1114 2012 1 5 0

7 = . (7.117)
-z [3 -1 |1 -3

0 -2
Primjer 7.11. Dijagonalizirajte operator T': R? — R3 ¢ija je matrica u kanonskoj

7 ] . (7.116)

PlAP =

== W

O

bazi dana sa
0 -1 -1
A=11 2 1. (7.118)
1 1 2
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Vlastiti vektori matrice A su odredeni u primjeru 7.8,

—1 —1 1
v= 1|11, v=|0]|, v3=1]-1]. (7.119)
0 1 —1

Matrica prijelaza iz pocetne baze u bazu B = {vy,v9,v3} je dana sa

1 -1 1
P=|1 o0 -1f. (7.120)

Matrica operatora u bazi B ima dijagonalni oblik

-1 0 —=1]10 =1 —=1] [-1 =1 1 1
PlAP=1|-1 -1 0 1 2 1 1 0 —1|=10
-1 =1 =11 1 2 0o 1 -1 0

0

Primjer 7.12. Pokazite da je operator T': R? — R3 zadan u kanonskoj bazi matricom

2 0
A=10 1 -2 (7.122)
0 2 4
defektan.
(1) Karakteristi¢ni polinom matrice A je
t—2 -1 0
Ay=] 0 t—1 1 |=(@{—-2)>%*t-23). (7.123)
0 -2 t—4

(2) Vlastite vrijednosti operatora su A\; =21 Ay = 3.
(3) Odredimo vlastite vektore za A; = 2. Vlastiti vektori su rjeSenja homogenog

sustava

0 1 0 T
(A-—2D)X = [0 —1 —1| |zo| =
0 2 2 T3

(7.124)

o O O
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Odavde dobivamo
Ty = O, —Xo — X3 = 0, 25[}2 —+ 21‘3 =0 (7125)

sto implicira o = x3 = 0. Dakle, opce rjesenje sustava je dano sa

x
X=|0| =2 0|, =z €R (7.126)
0 10
Neka je o
1
vy = |0 (7.127)
0

pripadni vlastiti vektor.

Vlastiti vektori za Ao = 3 su rjeSenja homogenog sustava

—1 1 0 I 0
(A-3DX=|0 -2 —1| |z| = |0]. (7.128)
0 2 1 T3 0

Odavde dobivamo
—T1 + To = 0, —21’2 — T3 = 0, 2[L’2 +x3 = O, (7129)

odnosno r1 —x9 = 01 2x5 4+ 23 = 0. Ako za parametar odaberemo varijablu x5, onda

je opce rjeSenje dano sa

i) 1
X = To =z | 1|, xR (7130)
—2?[72 -2

Odaberimo pripadni vlastiti vektor

m=111. (7.131)
—2

Dakle, operator T" ima samo dva linearno nezavisna vlastita vektora v; i vy koja ne
razapinju prostor R3. Stoga je T’ defektan operator koji se ne moze dijagonalizirati.
O
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Primjer 7.13. Neka je V realni vektorski prostor s bazom {sin @, cos 6},
V ={asinf +bcosb | a,b € R}. (7.132)

Pokazite da se operator derivacije D = d%: V' — V ne moze dijagonalizirati.

Djelovanje operatora D na vektore baze je dano sa

D(sinf) = cosf =0-sinf + 1 - cos ¥, (7.133)
D(cosf) = —sinf = —1-sinf 4+ 0 - cos . (7.134)

Matrica operatora D u bazi B je dana sa

0 _1] . (7.135)

Karakteristi¢ni polinom matrice A je

t 1

At) = . t:t2+1. (7.136)

Polinom A(t) = t* + 1 nema realnih korijena, stoga D nema (realnih) vlastitih vri-

jednosti pa se ne moze dijagonalizirati. [J



